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NOTATIONS UTILISEES

Notation Description

produit scalaire de RV

|| norme euclidienne de RN

x® oy, 2 eRY ae NV
ol al---ay!, ae NV
\Y% le gradient
A le laplacien
|
k n-
Cy i — k)’ kE,neN k<n
ol
ch _— ,BeNN < ‘est-a-dire B; < o, i =1,--- N
s Bi{a — B)! a, B B8 < a c’est-a-dire B; < «y, @
f g g 1R oR ac
f) dérivée d’ordre k de la fonction f:R —-R, k€N
* produit de convolution
& produit tensoriel
SN—1 sphére unité de RN
B(xo,T) boule ouverte de centre o € RN et de rayon r > 0

Cé, Q\ A, A®  complémentaire de A C Q dans )



adhérence de A dans RN

intérieur de A dans RN

{a+b;acA beB}, A BCRVN

le bord de )

la normale au bord unitaire et sortante

dérivée normale

la mesure (de Lebesgue) de Q

la fonction caractéristique de )

la fonction de Heaviside H = 1jg, 4o

signe de x, x € R*

u(—x)

u(x —a)

u(y), A € R*

support de u

la norme dans l’espace X

espace des fonctions f: Q0 — R continues

espace des fonctions f € C(2) a support compact dans
espace des fonctions k fois contindment différentiables
CHQ) NCe()

espace des fonctions indéfiniment différentiables

espace des fonctions f € C(Q) a support compact dans €
espace des fonctions f € C°() a support dans le compact K C Q
dual de D(Q) : espace des distributions sur )

dual de E(Q) : espace des distributions sur €2,

a support compact

mesure de Dirac au point a € RN

espace des distributions sur R, a support dans [0, 4o00]



S(RM) espace des fonctions indéfiniment différentiables,

a décroissance rapide ainsi que leurs dérivées
S'(RY) dual de S(RYN) : espace des distributions tempérées sur RN
Ou(RYN)  espace des fonctions indéfiniment différentiables,

a croissance lente ainst que leurs dérivées

F transformation de Fourier : f = F(f)

L transformation de Laplace

p.p. presque partout

Lr(Q) espace de Lebesque

LY () espace de Lebesgue des fonctions localement intégrables
|11 norme dans LP(§2)

Rez partie réelle du nombre complexe z

Imz partie imaginaire du nombre complexe z

11, ensemble des nombres complexes z; Rez > a, a € R

Res(f,z) résidu de la fonction f au point z.

Pour finir, nous rappelons la formule de Taylor et la formule de Leibnitz.
Soit Q un ouvert de RN
Formule de Taylor (avec reste intégral) : Soient m € N, a € Q et f € C™"TY(Q). Pour x € Q tel
que le segment [a, x| C Q (c’est-a-dire a +t(z —a) € 2, Vt € [0,1]), on a

(z —a)®

ol

flay=%" 6af'(a)(x—a)°‘+(m+l) 3

lo|<m ) |o|=m+1

Alu — 1) f(a + tz — a)) dt.

En particulier, en dimension 1, la formule s’écrit

m o k) (g x —a)mt!
@ =3 T s O ) o - )t

| |
= k! m!

Formule de Leibnitz : Soient f,g € C™(Q) alors fg € C™(Q) et pour a € NV tel que |a| < m,

on a

0*(fg)=Y_Ca 9°f 0° 7.

BLa
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CHAPITRE

INTEGRATION

Les espaces LP, le théoréme de Fubini, le théoréme de convergence dominée de Le-
besgue, le théoréme de Lebesgue pour les intégrales dépendant d’un parameétre, la

convolution des fonctions, le support d’une fonction mesurable.

1.1 Rappel de cours

Nous supposons que le lecteur est familier avec les espaces de Lebesque LP et nous rappelons
quelques résultats fondamentauz, d’usage courant dans ce polycopié.

Dans toute la suite Q désigne un ouvert de RY.

1.1.1 Théoréme de convergence dominée de Lebesgue dans L'

Théoréme 1.1. Soit (f,,), une suite de fonctions de L'(Q) telle que (f,)n converge presque partout
sur Q2 vers une fonction f. On suppose de plus qu’il existe une fonction g € L*(Q) telle que pour

chaque n

| ()] < g(x) p.p. sur .
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Alors f € LY () et (fn)n converge vers f dans L*(Q). En particulier

lim Afn(a:)dazzlzf(x)d:v.

n—0o0

1.1.2 Théorémes de Fubini et Tonelli
Soient Q' un ouvert de RN et F : (z,y) € Qx Q'+ F(z,y) une fonction mesurable. Nous avons

Théoréme 1.2 (de Fubini-Tonelli). Si F' est positive alors

/AXQ,F(%y)da?dy:A(A/F(%y)dy) dx:Al(AF(a:,y)da:) dy.

Théoréme 1.3 (de Tonelli). Si / |F(z,y)|dy < oo  pour presque tout x € Q et si
Q/

/ (/ |F(:L’,y)|dy) dr < 0o alors F € L'(2 x ).
Q Q

Théoréme 1.4 (de Fubini). Si F € L'(Qx Q) alors/ |F(x,y)| dy < oo  pour presque tout x € Q
Q/

et / |F(z,y)|dx < oo pour presque tout y € ' et de plus
Q

/[M], F(xﬁy)dxdyzé(é, F(x,y)dy) dac:A/ (AF(x,y)dx) dy.

1.1.3 Inégalité de Holder

Théoréme 1.5 (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < oo et p’ lexposant conjugué de p (qui réalise

1 1 /
» + e 1, avec la convention = =0). Soient f € LP(Q) et g € LV (Q) alors fg € LY(Q) et

19l a@ < If Loy 9l 1oy

Lorsque p = 2 alors p' = 2 et l'inégalité est dite de Cauchy-Schwarz.

1.1.4 Théoréme de Lebesgue des intégrales dépendant d’un paramétre

Théoréme 1.6. Soient Q' un ouwvert de RN et F: (t,x) € ' x Q+— F(t,x) une fonction telle que
i) Pour presque tout t € ', la fonction x — F(t,x) est de classe C* sur Q, (k € N)

i) Pour tout o € NV tel que |a| < k, il existe une fonction g, € L'(Q') telle que pour tout x € Q
00 F(t,7)] < galt), pour presque tout t € €Y.
Alors la fonction f définie sur Q par f(x) :/ F(t,x)dt est de classe C* et de plus
Q/

8af(x):A]/ OOF(t,x)dt, |a| < k.
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1.1.5 Support d’une fonction

Définition 1.1. Soit Q un ouvert de RN et f : Q — R une fonction mesurable, le support de f
noté Supp [ est le complémentaire dans Q0 du plus grand ouvert wy sur lequel f est nulle presque

partout. wy s’appelle Uouvert d’annulation de f et Supp f = Q\ wy.

Dans le cas ou f est une fonction continue, alors

Supp f = {a € & f(x) # 0.

1.1.6 Convolution des fonctions, inégalité de Young, dérivation

Soient f,g : RN — R deux fonctions. Leur convolution, lorsqu’elle est définie est la fonction

f * g donnée sur RN par

Fro@= [ fa—vewdy= [ Fel—y)dy.

1 1 1
Théoréme 1.7 (Inégalité de Young). Soient 1 < p,q < oo tels que — + - —1 = = > 0. Si
p q

feLP(RN) et g€ LY(RYN) alors fx g € L"(RY) et

<

1f* gllor@yy < N flle@ny 19l pamay-
Théoréme 1.8. Si f € L} _(RN) et g € CK(RN) alors f + g € CFRY) et

loc
0*(f+g) = f+0%, aeNY, o] <k.
1.1.7 Un résultat de densité
Théoréme 1.9. Soit 1 < p < 0o, C°(Q) est dense dans LP(Q2), c’est-a-dire
VfeLP(Q), Ve >0, 3g € C°(Q); |If = gllLrn) <e.

En particulier CF(Q) est dense dans LP(Q) pour tout k € N. Attention, ce résultat est faur dans
L>(Q).
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1.2 Emnoncé des exercices

Exercice 1.1. Soit f € LP(R), 1 < p < c0. Calculer li_>m / f(a;)efm”2 der.
n o R

2
—T
. . . n [ cosxe
Exercice 1.2. Calculer lim I, ou I, = —

n—o0

—  _dx
m Jr 14+ n2zx?

e’} x"

e Tdr.

1
2. Soit f € LP(]0,1]), 1 < p < co. Calculer lim 2" f(x)dx.

n—oo Jq

Exercice 1.3. 1. Calculer lim
n—oo Jo 1+ x™

Exercice 1.4. Soit p,q € [1,+00] tels que % + % =1 et soit (fn)n C LP(Q2) et (gn)n C LI(Y) telles
que fn — f dans LP(Q) et g, — g dans LY(Q)). Montrer que fngn — fg dans L*(£2).

2 2
7 —y
(CL’2 +y2)27 (SU,y) E Q

1 1 1 1
C’alculer/ (/ flz,y) da:) dy et/ (/ flz,y) dy) dz. Que peut-on conclure ?
o \Jo 0o \Jo

Reprendre la question pour les fonctions f dans les cas suivants

Exercice 1.5. Soit Q =|0, 1[x]0, 1] et f(z,y) =

_ Ty _ sgn(z —y)
f(:l:vy) - (x2+y2)3/23 f(‘rvy) - max(w,y) )
ot sgn désigne la fonction signe : sgn(x) =1 six > 0 et sgn(z) = —1 six < 0.

Exercice 1.6. 1. Soit Q =]0, +00[x]0, +00[, on pose

I:// ge® (14v?) drdy et J:/ e dz.
Q 0

Calculer I de deux maniéres différentes et en déduire la valeur de J.

2. Calculer lintégrale // e sin(zy) dr ou D =]0,+00[x]0,1[ puis en déduire la valeur de
D

® 1 —cosz
lintégrale / —— e "dx.
0 x

dxd
Exercice 1.7. 1. Calculer lintégrale // >y 5~ ou D =)0, +0o[? puis en déduire la
p (1+y)(1+2%y)
) © Inx
valeur de l’intégrale / 5 dx.
o z=—1
sinx 1 > ginx
2. En remarquant que :/ cos(zy) dy, calculer l’mtégmle/ e *dx.
x 0 0

Exercice 1.8. Soit pour t > 0, l'intégrale I1(t) = // sinz e~ ™ daxdy ou D; =|0,t[x]0,+o0].
Dy

% ginx

Montrer que I(t) est bien définie puis déterminer la valeur de lintégrale J = / dx, en

0o
utilisant 1(t).

. , o Arctg (ux)
E 1.9. Soit = —_—
xercice oit f(x) /0 u(l +u2)
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1. Montrer que f est bien définie sur R puis étudier sa continuité et sa dérivabilité en utilisant

le théoréme de Lebesgue. En déduire les valeurs de f sur R.
Arctgt

00 2
2. En déduire la valeur de l’intégrale / ( ) dt.(Indication : on pourra utiliser une inté-
0

gration par parties).

Exercice 1.10. Soit Q un ouvert de RN et f € LP(Q) N LI(Q) avec 1 < p < q < 00 et soit 7 un

réel compris strictement entre p et q de sorte que

1 6 1-46

1. Montrer que f € L"(Q) et || fll, < [ fI7IfIlg°-

2. Soit la suite (fn)n C LP(Q)NLY(Q) telle que (fn)n converge dans LP(Y) vers f. On suppose de
plus que (fn)n est bornée dans L1(Q) et f € L1Y(Q). Montrer que (fn)n converge dans L™ ().

Exercice 1.11. Dans chacun des cas suivants, trouver les valeurs de o € R pour lesquelles "intégrale

/ dz. / dz. / du
jal<t |27 S f2[*7 SRy (T4 [2)*

Exercice 1.12. Soit f,g: R — R deuz fonctions telles que f * g est définie sur R.

est convergente

1. Etudier la parité de f x g selon celles de f et g.

2. Soient a,b € R, on suppose que f est symétrique par rapport a la droite x = a (c’est-a-dire
fla+z) = fla—x), x € R) et g est symétrique par rapport a la droite x = b. Montrer que

f * g est symétrique par rapport a la droite x = a + b.

8. Déterminer 11—y 1) % 1—1,1) et Ljo1) * Ljo,1)-

Exercice 1.13. Soit f,(x) = e_azQ, x € R. Montrer que la fonction f, * f, est bien définie pour

a,b > 0 et déterminer-la.

Exercice 1.14. Soit f(z) = e *H(z) et g(z) = eH(~x), * € R, ot H = 1j5, 4 est la fonction

de Heaviside. Montrer que la fonction f x g est bien définie et déterminer-la.

Exercice 1.15. Soient f,g: Q — R deuz fonctions mesurables sur ouvert Q@ C RN. Montrer que

Supp (fg) C Supp f N Suppg et Supp(f +g) C Supp fU Suppg.

Exercice 1.16. Soient f,g: RN — R deuz fonctions mesurables telles que f x g est définie.

1. Montrer que Supp (f * g) C Supp f + Suppg.
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2. Montrer que si les deuz supports sont compacts alors Supp (f * g) aussi et dans ce cas on écrit
Supp (f * g) C Supp f + Suppg.

Exercice 1.17. Soient f,g: R — R deux fonctions définies par

1

f=eFH, g=exp (1'2—1)1]_1’1[’

ot H = 1jg, 1o st la fonction de Heaviside.

1. Montrer que f,g € C*°(R) et déterminer leurs supports (exprimer g en fonction de f).

2. En déduire deux fonctions o, € D(RY) telles que suppp = B(0,1) et suppt = B(xg,r) ol

zo € RN et r > 0.

Exercice 1.18. Soit f € L*(R), montrer en utilisant un résultat de densité que

n—oo

lim / f(z)e™ dx = 0.
R
Exercice 1.19. Soit f € LP(R), 1 < p < 0o. Montrer en utilisant un résultat de densité que

limn || = f(-+ R, = 0.

Ce résultat reste-t-il vrai pour p = oo ?



D. Hamroun Exercices corrigés de Distributions 7
1.3 Solutions

Solution 1.1. On pose f,(x) = f(x)e_mQ, x € R, n € N. Pour tout n € N, la fonction f, est le

’I’L.’EQ

produit de la fonction mesurable f par la fonction continue e~ donc elle est mesurable et on a

fn(z) = f(:lU)e_m”2 — 0, si x#0,

n—a~oo

donc (fn)n converge vers 0 p.p. sur R. De plus pour p. p. x € R

[fu(@)| < |f(z)], YneN.

> Considérons d’abord le cas p = 1. En vertu du théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, on

voit que fn, — 0 dans L'(R) et donc

nli_}rg()éh(x)dm = A%nli_}rglofn(x)dm =0

> Dans le cas 1 < p < oo, notons q le conjugué de p + = =1, comme e~ne’ ¢ LY(R), alors

11
P g

Vinégalité de Holder entraine que (fp)n C L'(R) et

7711'2 *
L@ dw < £l el ¥ e N,

Onal<g<ooet

1
el = fe e = [ ey nen
R ng JR

donc lim He_mzﬂq = 0. Ainsi f, — 0 dans L*(R) et donc
n—oo

nli_)noloéfn(az)d:vzo

Solution 1.2. Soit n € N*, on effectue le changement de variable y = nx dans I, et on obtient

—I

2
n COST €
I, =— ) d
n T R 1+n2$2 /fn ya

ot
cos¥ e n
fn(y):#, yeR, neN~
On a
faly) < ——, Wy eR, VneN* L (m)
— n avec

donc (fn)n C L' (R) et comme Jim faly) = alors d’apres le théoréme de convergence domi-

1+ 92
née de Lebesque, on conclut que f, — 0 dans L'(R) et en particulier

dy
1. n d p =
nl_{goéf(y)y A{l+y2 7T
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Ainsi

lim I,, = 1.
n—00

Solution 1.3. 1) Soit fp(z) = 11 —e ", x € Q=[0,+00[. fn est une fonction mesurable pour
x
chaque n € N et
.{ 0 st0<z <1,
Jim fue) = f) = |
L e * st >1,
donc
fn—f p.p. surf.
De plus

0< fulx)<e™, €, neN,
et comme e ® € L'(Q) on conclut que (fn), C L' () et d’apres le théoréme de convergence

dominée de Lebesgue fy, —2 f dans LY (). En particulier
n—oo

n—oo

lim Lfn(z)dx:/Qf(x)da::AJrooe_zd:E:e_l.

2) Pour tout n € N, la fonction 2™ € C([0,1]) C L%(]0,1[), 1 < ¢ < oo, de sorte que d’apres
1

Vinégalité de Holder x"f € L*(]0,1]) (et donc l'intégrale / " f(x)dz existe) et de plus
0

1 1 1
" d < p " q 5 -+ -= 1.
[ 1 @) de < 1o I lesgoans o+

Nous distinguons alors deux cas :

Q=

— 0 donc

n—o0

> Sip>1 alors ¢ < oo et [|2"|raqo,1p) = (ﬁ)

1
lim 2" f(z)dx = 0.

n—oo J(

> Sip=1, alors ¢ = oo et ||2"| poc(jo1)) = 1 mais clairement
z2"f — 0 p.p. sur]0,1],

et
2" f(x)| < [f(2)], p.p.x€]0,1], VneN,

donc le théoréme de convergence dominée de Lebesgue entraine que

1
lim 2" f(x)dz = 0.
0

n— oo
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Solution 1.4. On écrit
fngn_fg: (fn_f)gn+f(gn _g)7

et on applique l’inégalité triangulaire ainsi que l'inégalité de Holder pour obtenir
[fngn = falls < 1fn = Fllp llgnllq + [1fllp llgn — gllg-

Par hypotheése, lin%) | fr— fllp =0 et limo llgn — gllq = 0, donc la suite (||gnllq)n est bornée et chaque
n— n—

terme du second membre de l'inégalité précédente tend vers 0, ce qui entraine que

lim angn - fg”l =0.
n—0

Solution 1.5. 1) On a

[yt = [ =i gl

1 ]
/ 3:2+y __[) 1492 4

= —Arctgy‘ Z

Comme f(xvy) = _f(yal‘)v (x,y) € Qa alors

Al(Alf(x,y)dy)d:czZ#Al(l)lf(x,y)dx)dy,

donc f ¢ L' (Q).

2) Soit maintenant f(x,y) = S — (x,y) € Q.

(22 + %)
Comme f(z,y) >0, V(z,y) € Q, alors d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli

[)1 (Al f(z,y) dac) dy = /01 (Alf(x,y) dy) dx = /Qf(m,y) dzdy.

Calculons la premiére intégrale :

/01(/01f(:c =/ /0 Tyw)dx)dy
:Al - )dy—2—\/§
Vit

On conclut que f € L' (Q) et

/A f(z,y) dedy =2 — /2.
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st >y,
donc

8~

sgn(r — y)

3) Soit f(x,y) = max(z,y)

pour (xz,y) € Q. On a f(z,y) = 1
\_Q st <y,

1( 1f(:v,y)dac)dzvxz 1( "Ly 11dm)dy=— "1+ my)dy =0,
0 0 0 0oy y T 0

1( 1f($,y)dy)dx: 1( x*dy‘F l—ldy)dl’: 1(1+lnx)daz:0.
0 0 0 [V T y 0

Les deuz intégrales sont donc égales mais étant donné que f ne garde pas un signe constant sur 2,

on ne peut rien conclure sur lintégrabilité de f sur Q. Un calcul direct donne
1 v 1 11 1
// \f(x,y)ydxdyzf (/ —dm—i—/ fda:)dy:/ (1—Iny)dy =2,
Q 0 0y y & 0
de sorte que f € L}(Q).

Solution 1.6. 1) I = // fla,y)dedy ou f(z,y) = ze~ ) (2,4) € Q.
Q

f est une fonction mesurable et positive sur (), donc en vertu du théoréeme de Fubini- Tonelli

1= [T sy ay= [T ([ s ) de.

Donc d’une part

et d’autre part

I= A+Oo (AJWO pe e (14y?) dy) dr = AJFOO e ( AJFOO ze Y’ dy) dx.

—+00
Pour z fizé dans ]0,4o00[, en calculant / ze Y’ dy a lUaide du changement de variable t = xy,
0

+oo +o0
I— < / erda;> < / etzdt> — J2
0 0

Par conséquent, comme J > 0, alors

on trouve

2) Soit K = // g(x,y)dedy ou g(z,y) = e “sin(xy), (x,y) € D.
D

g est une fonction continue sur D donc mesurable et comme

lg(x,y)| < e, V(z,y) € D,
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avec e=® € L' (D) alors on déduit que g € L* (D). En vertu du théoréeme de Fubini

K= [ ([Towmar)ay= [ ([ o))

Le calcul de la premiere intégrale donne

K = /1 (A—FOO e *sin(xy) da:) dy = [)1 (A—FOO Im e *(1=%) dac) dy

(1—iy) | T°
—/Im
1—zy 0

= dy—llu+y%r:fmz
01+y 0

et celui de la seconde

+oo 1 +o00 =T
K :/ (/ e *sin(zy) dy) dzx = —/ cos(xy)
0 0 0 x

too 1 —cosxz _
:/ —— "dx.
0 T

1

dzx
0

On conclut donc que

too 1 — 1
/ ﬂe_a’dx =—In2.
0 T 2

1

(1 +y)(1 +a2y)
La fonction f est mesurable et positive sur D donc d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli

1= [T e dy= [ @ dy) o

En calculant la premiére intégrale avec le changement de variable t = x/y poury fivé dans ]0, 400,

Solution 1.7. 1) I :/ f(z,y)dxdy ou f(x,y) =
D

on obtient

too .1 pteo (i too ]
0 1+yJo y(l+t?) 2Jo yl+y)

Le changement de variable t = /y dans cette derniere intégrale donne alors

+o0 1 2
0 14 ¢2 2

Calculons maintenant la deuziéme intégrale. Comme

1 x?

l+y 1+a2y

+00 1 oo 1 x?
I :/ (72/ ( — 2)dy)d$
0 1—-2%Jo 1+y 1+2z22%y
—+00 1 14y |
:/ 5 In 3 dx
0 1—=x 14+ z2ylo

too ] too Inx
:/ 1 omly :—2/
0 1— 22 22 1—3:2

Flay) = 1= ( ), . (5y) € 9,

alors
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On conclut que

too Inx w2
> de = —.
0

Sll’l T sinx

2) Soit J = / e ¥dx. Comme

= / cos(zy) dy, on écrit

J = / / cos(zy) dy) Tdx.

Soit g(x,y) = e Fcos(xy), (x,y) € Q ou Q =|0,+00[x]0, 1[. La fonction g est mesurable sur D et

“+oo
// |g(1‘,y)\d:cdy§// e_xdxdy:/ e ¥dr =1,
D D 0

alors g € LY(D). Par conséquent, en vertu du théoréme de Fubini

J= / / g(z,y)dr) dy.

comime

, +o0 1
En intégrant (par exemple en écrivant cos(zy) = Ree'™ ), on trouve / g(z,y)de = T2 ce
0 Y
qut donne
bt dy o
o 1+y2 4

Solution 1.8. La fonction (z,y) € Dy +— sinxz e~ est continue donc mesurable et on a pour tout

+oo _ 1 _ 0o
/ e Wdy=——e =- < o0,
0 x 0 x

t +oo t|qi
/ |sinx\(/ e dy)dm = / |sin 2] dx < o0,
0 0 0o

| sin z|

x €]0,t]

et

car la fonction x — (prolongée par 1 en 0) est continue sur [0,t], de sorte que sinxz e™*Y €
LY(Dy), d’aprés le théoréme de Tonelli donc I(t) est bien définie sur )0, +oo[. On peut maintenant

appliquer le théoréeme de Fubini et écrire

7 00 t W g2 g o Sh— | xytd
o= . _ _ . _
(t) A (A sinze :c) Yy A 1+y2(cos:1:+y81n:5)e 3y

>~ 1
:[) 155 (1—(cost+ysmt) )dy

——*—/ ! ((Z() t+ 'nt)e W
S S1 >

et ausst

t +oo t g
I(t) = / sina:(/ e dy)dm = / ST .
0 0 0
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On woit alors que J = lim I(t). Posons
t——+o00
fi(y) = ! (cost +ysint)e ™, y,t €]0,+ocl.
1 —|— y2 ) ) b
On a
tlg-noo ft(y) = 07 Vy 6]07 +OO[7
et
(1+y)e™
< Yy €]0 vVt > 1.
|ft(y)|— 1+y2 = 1+y27 ye] ,+OO[, ftl
1
Comme Ty € Ll(]O, +o0[), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue
Y

et déduire que
(o]

tEerOO o 1+y? (cost +ysint)e™¥ dy = 0.

On conclut donc que

T
J=—.
2
) . _ Arctg (ux) . .
Solution 1.9. 1) f(0) = 0 et pour x € R*, la fonction u — ﬁ peut étre prolongée par
u u
continuité sur [0,4o00[ et comme pour u > 1
Arctg (uz)| w1 1
———=| < - e L (]1, )
u(l+wu?) |~ 2 14+u? (1, +o0])

donc f est bien définie sur R (et de plus elle est impaire).

Etudions sa continuité sur R : Pour tout u > 0, la fonction

Arctg (ux)

P ————
Ju® u(l + u?)

est continue sur R, et en utilisant U'inégalité |Arctgy| < |y|, y € R, on voit que

2]

14+ u?’

|gu(z)| < u €]0, +oo, = € R.

Soit a > 0, l'inégalité précédente entraine que pour u €]0,4o00[ et x €] — a,af

a

1+

9u(@)] < 5 € L1(]0, +x),

donc f est continue sur | — a,a[, d’aprés le théoréme de Lebesgue des intégrales dépendant d’un
parameétre. Comme a > 0 est quelconque, on conclut que f est continue sur R.
Etudions maintenant la dérivabilité de f : Notons que pour u > 0, g, est contindment dérivable sur

R et
1

(1 + u222)(1 +u2)’

9y (z) =
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avec

9,(@)] = gu(@) < T € L0, 420,

donc d’apres le théoréme de Lebesque des intégrales dépendant d’un paramétre, on conclut que f est

continiment dérivable sur R et

P = [ dwdu= [ e

1+ u222)(1 + u2)

Nous allons calculer cette derniére intégrale. Pour x €]0,1[U]1, +00[, on a

/oo 1 du — 1 /oo( I )du
0o (14 u22?)(1+4u?) 1—22Jo \M14u? 14 u?2?
_ 1 T 7wy 7w 1
_1—3;2(7 )_5 142

— =z
2 2
On voit donc que

T 1

/ —
f(x)—2 T x> 0.

Par intégration, étant donné que f(0) =0, on obtient
77
f(z) = 5 Log(1+z), x>0,
et puisque f est impaire, on conclut que

Log (1 + z) stz >0
7r
= sgn(x) 5 Log (1 + |z]).

NN

flz) =
i —g Log(l—z) sixz<0

Arctgt

; on obtient

00 2
2) On calcule I = / ( ) dt, par parties en posant v(t) = Arctg®t et w'(t)
0

:t—g’
I =2f(1)=mLog?2.

Solution 1.10. 1) On écrit |f|" = |f|0r+(1*9)r =g h avec g = |f|"" et h= \f|(170)r.

1 0

> Siq = +oo alors = = — et p = Or, ce qui entraine que g € L*(Q) et comme h € L>(Q) alors
r p

|fI” € LY(Q), c’est-a-dire f € L™ () et

1117l < lglh Al
Comme
lolh = [ 1717 de = WFI et Wbl = 1716707

on obtient

LFIE < 1A 1S,
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ou encore

£ 1l < 1£11p 1171135

> Supposons q < 0o, alors g € LP1 () et h € L1 (Q) avec p; = P q =

o ~ De plus

q
(1-0)

1 1 0 1-6
— 4+ — = l + Q — 1’
P @ p q

donc d’apres Uinégalité de Holder |f|” € L' () et

A" e < lgllpy [17llgy-

Autrement dit f € L™(2) et
117 < llgllps [17llq,-
Maintenant

or
ol = ([ (5170 d2) = 171"

et
(1-0)r

q
a - B L = q_T)
1Bl = ([ (A1) T dn) = A1

ce qui donne le résultat.

2) La suite (fn) converge vers f dans l’espace de Banach LP () donc f € LP () de sorte que f €
LP (Q)N LY (). Ainsi d’apres la premiére question, (fy), C L™ () et f € L™ () donc (fn — f),, C
L™ () et on a

1 = Fllr < 1w = SURN S = Fllg~"

Comme (fn),, est bornée dans L1 (Q) alors il existe un nombre réel M > 0 tel que

[ = fllg < [ fnllg + [ fllg < M, n,

de sorte que

1= fllr < M0 o = fIIy — O,

lorsque n — oo et on conclut que (fy), converge vers f dans L" (§2).

1 dt oo dt
Solution 1.11. Nous rappelons que / o Comverge si et seulement si a < 1 et l'intégrale / o

0 1
converge si et seulement si o > 1.

Dans cet exercice, nous utiliserons le passage auz coordonnées polaires dans RN :

z=rw our>0, we SN
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SN=1 ¢tant la sphere unité de RN . Nous avons alors do = vV~ drdw et

/ dx / rN=1 drdw /1 dr
ar L e A A
lz]<1 |z|* Jjo,a[xsN-1 re o ro- N+

L dr

—aTNgT converge st et
o

ot wy_1 désigne la mesure de Lebesque de la surface SM—1. Comme /
0

seulement si o < N, on déduit que / —= converge si et seulement st o« < N.

(03
jal<1 |2]
_ . dx _ [t dr
De la méme maniere, 'intégrale / —= converge si el seulement si / ——NTT converge,
l2|>1 || 1o

c’est-a-dire si et seulement si o > N.

Dans tous les cas, l'intégrale

/ dz / dz | / dz
RV [zl Jai<a 2% S 2]

est divergente car c’est la somme d’une intégrale convergente et d’une intégrale divergente.

Nous décomposons la derniére intégrale de la maniére suivante

/ dx _/ dx +/ dx
'Y (L4 1z)*  Jiaj<t (T4 ]2 Jjas1 (14 |2

1 —_— dx
Comme la fonction x — ———— est continue sur le compact B(0,1), l’inté mle/ —_—
s A+ )" poct BIOL), Tmtemale J\ (v lal)®

est convergente pour toutes les valeurs de . Concernant la deuziéme intégrale, notons qu’au voisi-

nage de linfini,

1 1
L+ =)™ ™
) y dx ) y x
par conséquent lintégrale / ———— est de méme nature que l’intégrale / —. Elle est
jal>1 (1 + |z]) jal>1 ||

donc convergente uniquement dans le cas ou o > N.

Solution 1.12. 1) Si f et g sont de méme parité, alors f * g est paire. Par contre si l'une est paire
et Uautre impaire, alors f * g est impaire. En effet, si on considére par exemple le cas ou f est paire

et g est impaire alors pour x € R, on a

Fro(-a)= [ f@gl-x-y)dy =~ [ f(-v)glz - (~u))dy.

En utilisant le changement de variable z = —y, on obtient

fro(n) =~ [ f(Rae ~2)dz=~f+gla), zER
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donc f x g est une fonction impaire.

2) Pour x,y € R
fy)=fla+(y—a)=fla=(y—a)=f(2a—y),
et

gla+b+z—y)=gb—a—x+y),
donc pour x € R, on peut écrire
f*g(a+b+fv)=A%f(y)g(a+b+m—y)dy=A{f@a—y)g(b—a—ﬁy)dy-
Le changement de variable z = 2a — y donne alors
f*g(a—l—b—l—x):A{f(z)g(a—l—b—x—z)dz:f*g(a—i—b—:v), x € R,

donc f * g est symétrique par rapport o la droite x = a + b.
Remarque f symétrique par rapport a la droite x = a signifie que la fonction F(x) = f(a —x) est

paire.

3) > 11 € LY(R) donc en utilisant l'inégalité de Young, on voit que Ly, *1[=1,1) est bien définie
et appartient a L*(R). De plus, 1(—1,1) est une fonction paire donc la convolution 1(_y 1)*1(_1,1] ausst.

Calculons-la pour x > 0 :

IR TR (z) = A& It (y)l[—l,l} (z —y)dy = mes (1),

ol

I ={ye[-11; -1<z—-y<1l}=[-1L1N[z—-1z+1].
Notons que I, =0 six > 2 et I, =[x —1,1] six €[0,2], d’ou
Loy * o) =0 sizx>2 et lgqg*l1g(@)=2—-2 sizel0,2]
Par conséquent
Lo * ey = (2= |2]) 1—g9)-
> Comme ci-dessus, la convolution 1jg 1% 1[9,1] est bien définie. On vérifie facilement que la fonction

Lio,1) est symétrique par rapport a la droite v = % donc la convolution 1jg 1) * 19 1] est symétrique

par rapport a la droite x = 1. En utilisant la remarque précédente, on va calculer

F(l‘) = 1[0’1} * 1[0,1](1 — CU), xr > 0.
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Soit x>0
1
F(x) = A 1[0’1}(1 —x —y)dy =mes (Jy)
ol

Jr={y€0,1]; 0<1—z—-y<1}=[0,1]N[-=z,1 —z].
On voit que J, =0 six > 1 et J, =[0,1 —z] six €[0,1], d’ou
F)=0 siz>1 e Fx)=1—2z sixze]0,1].
Par conséquent
F(z) = (1= |z]) 1)
d’ot on déduit
Lo * Loy(z) = F(1 —2) = (1 = |1 — z|) Lj 2],

puisque 1j_1 1)(1 — x) = 1 2)(2).

Solution 1.13. Pour a,b > 0, fu, fs € L' (R) donc f, = f, est bien définie dans L' (R). De plus

comme f, est continue sur R, il en est de méme pour la convolution et on a pour tout r € R

fa % fb (CL‘) — Ae—ayQ_b(x—yF dy

On écrit
_ab_ o _ _bw \?
efaysz(gcfy)2 _ efbx2f(a+b)y2+2bxy — e atb T e (‘H‘b)( a+b) ’
et on pose pour x fixé, le changement de variable t =+/a+b(y — ab—ﬂ). On a donc

ab 2
67 a+bx

42 s _beZ
a X Tr) = —— e dt = e atb”
Jax fo (@) va+b JrR Va+b

car/ e dt = /7.
R

Solution 1.14. On vérifie que f,g € L*(R) ce qui entraine l’existence de la convolution f x g (et
de plus f* g € L*(R)). En effet
+oo
/|f(a:)|dx:/ e Tdx =1,
R 0

donc f € LY(R). En remarquant que g(z) = f(—x), on déduit que g € L*(R). Calculons maintenant
fxg. Soitx € R

frgta) = [ e -y = [ e —ady = [ e - )y
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> Six <0, alors

+o0 9 1
f*g(x):ez/ e Ydy == e*.
0 2
> Six >0, alors
400 9 1
f*g(w):ex/ e Vdy=-e".
€T 2
Par conséquent
1
fxg(x) = 3 el zeR

Solution 1.15. On note A€ le complémentaire dans Q d’un ensemble A C Q et wy = (Supp f)°
Pouwvert d’annulation de la fonction f, c’est-a-dire le plus grand ouvert dans Q) sur lequel la fonction
f est nulle presque partout.

1) f =0 p.p. sur wp et g=0 p.p. surwy, ce qui entraine que
fg=0 p.p. surwsUuw,.
Ainsi Uouvert wp Uwg C wyy, c’est-a-dire
Supp (fg) C (wy Uwy)® = Supp f N Suppg.
2) f+9g=0 p.p. surwsNwy, donc lowvert wy Nwg C wryqg. Par conséquent
Supp (f + g) C (wyNwy)® = Supp fU Suppg.

Solution 1.16. Pour A, B C RY, x € RY on note A+B = {a+b, a € A, b€ B} etx—A = {z}—A.

Nous utilisons également les notations de l’exercice 1.15.

[}
1) Montrons que Supp (f * g) C Suppf + Suppg ou de manicre équivalente A C wp.g ot A =
o
(Supp f + Supp g)¢ et A est Uintérieur de A. Pour presque tout x € RY

frglz)= A{N gl —y)dy = / F)g(z —y) dy.

Supp fO(x—Supp g)

o
Soit x € A alors pour tout y € Suppg, v —y ¢ Supp f de sorte que Supp f N (x — Suppg) = 0 et

donc
fxg(x) =0,
ce qui signifie que
G C g,
2) Nous allons montrer le résultat général suivant. Soient A et B deux parties d’un espace vectoriel

norme.
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i) St A est fermé et B est compact alors A+ B est fermé,
it) Si A et B sont compacts alors A+ B est compact.

i) Soit (zy,),, une suite de A+ B qui converge vers x, montrons que v € A+ B.
Soit (an), C A et (by), C B telles que pour tout n, x, = an + b,. Comme B est compact, alors on

peut extraire de (by), une sous-suite (b@(”))n qui converge vers b € B. Ainsi
Op(n) = ~Tp(n) T Op(n) S a=—T+b,

et a € A car A est fermé. Par conséquent x =a+b € A+ B et donc A+ B est fermé.

ii) Clairement si A et B sont compacts alors A+ B est borné et comme d’apres la premiére question,

A+ B est fermé alors il est compact.

Remarque : Si A et B sont fermés, A+ B n’est pas nécessairement fermé, comme on le voit a
travers les contre-exemples suivants.

> Dans R? muni de la topologie usuelle, les ensembles
A:{(x,y)€R2; x>0, a:yzl}, B:{(m,y)eRQ; x>0, $y:—1}7

sont fermés et pourtant A+ B =10, +oo[ x R n’est pas fermé.
> Dans R, Z et ©Z sont fermés et Z + w7 n'est pas fermé. En effet Z + nZ = R.1

Solution 1.17. 1) La fonction f est continue sur R* et

lim f(z) = 0 = lim f(z) = f(0),

donc f est continue sur R. f est dérivable sur R*, sa dérivée étant donnée par

1 =1
.{ —ec st x> 0,
fey=4 *
L 0 sitx<O.

Comme lir%f'(a:) = 0 alors f est dérivable en 0 et f'(0) = 0. Ainsi f € C'(R). Montrons par
r—
récurrence que pour tout n € N, f € C"(R) et que ) est de la forme
1y =t
-rP(—)ex st >0,
fO@ =4

L 0 sinon ,

1. Reéférence : B. Hauchecorne, Les contre-exemples en mathématiques, Ellipses 2007, p. 93.



D. Hamroun Exercices corrigés de Distributions 21

ot, P est une fonction polynomiale. Supposons cette propriété vraie o ordre n > 1, alors f™ est
dérivable sur R*, de dérivée

=1

—] ez st x> 0,
n+1) {

L 0 six<0,

ot Q est une fonction polynomiale donnée par Q(x) = 3:2( — P'(x) + P(:U)) De plus comme

hr%f (1) () = 0 alors on conclut que la propriété ci-dessus est vraie & Uordre (n + 1) et donc
T—r

feC®R).

Clairement le plus grand ouvert sur lequel f est nulle est ] — 0o0,0[, d’ou
Supp f =R\ ] — 00, 0[= [0, +oof.

La fonction g s’exprime & laide de la fonction f comme étant g(x) = f(1 — 2?). Par conséquent

g € C®(R) et x € Suppg si et seulement si 1 — x> € Supp f, c’est-a-dire

Suppg = [-1,1].

Par conséquent g € D(R).

2) La fonction ¢ (z) = f(1 — |x|?) est indéfiniment dérivable sur RN et Suppe = B (0,1) donc
¢ € D(RY). De méme pour xg € RN et r > 0 fizés, la fonction 1(x) = f(r? — |z — z0|?) est dans
D(RYN) et Supptp = B (z9,7).

Solution 1.18. 1) Soit f € CL(R), une intégration par parties donne

1 .
/f(a: )e"® dy = —— f( )e'" dx, Vn e N
R in

d’ot
inx 1 / inT 1 /
| [ f@enm | < < [ 1 @) dr = 217
R n JRrR n
ce qui implique que

lim / f(2)e™ dx = 0.

n—oo JR
2) Maintenant considérons le cas ot f € L'(R) et soit ¢ > 0. Sachant que CL(R) est dense dans
LY(R), il existe o € CL(R) telle que

£
If =l < 5.
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On écrit alors

‘A@f(x)emxdx‘ < ‘[R(f—go)(x)emm dx‘ —|—‘A{gp(m)emxdx‘

<|f—el+ ‘ A@‘P(x)emx daz‘ < g—i- ‘ A{go(x)emx dm‘.

n—oo

D’aprés la premiére étape, lim / o(x)e™ dx =0 donc
R

~ 5
‘/ o(x)e™ dw‘ < =,
R 2
pour n assez grand, de sorte que pour n assez grand, nous avons

‘[R{f(m)emm dm‘ <e.

Solution 1.19. 1) Soit f € C.(R), alors f est uniformément continue sur R donc
tim [ = £+ h) e = 0.
—0

Soit a > 0 tel que Supp f C [—a,a], comme Supp f(-+ h) C [-a — h,a —h] C [-a —1,a + 1] pour
|h| < 1, on peut écrire pour 1 < p < oo

(a+1)

If = fC+nl; = / wypy @) fl+ )P de < 2(a+ D[If = fC+nIIZ

Par conséquent lim || f — f(- +h)||> =0, donc
h—0
li —f(-+h)|| =0.
lim [ f = (- + B,

2) Soit maintenant f € LP(R) avec 1 < p < oo et soit € > 0, sachant que C.(R) est dense dans

LP(R), il existe ¢ € C.(R) telle que
€

- <
17— ollp < 5

On écrit alors pour tout h

1f = FC+Mlp < 1F = @llp + llo = o+ 1)l + o+ h) = F(- + R)lp-

Comme la mesure de Lebesque est invariante par translation alors

€
loC4h) = FC+D)llp = llo = fllp < 3
et en utilisant la premiére étape, on voit que pour |h| petit
€

lo —@(-+h)lp, < 3
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donc pour |h| petit
If = FC+h)lp <e.

3) Le résultat est faur dans L*°(R). Pour s’en persuader, considérer f = H = L0, 100[; 01 a alors

pour tout h € R*,
If =+ )]l = 1.



CHAPITRE

LES DISTRIBUTIONS

Espace D, premiéres propriétés des distributions, convergence, dérivation, recherche
de primitives, le probléme de division par une fonction.
2.1 Rappel de cours

Soit Q un ouvert de RV .

2.1.1 Les fonctions test

Définition 2.1 (de D(Q2)). D(Q2) est l’espace des fonctions ¢ : Q — R (ou C) indéfiniment diffe-

rentiables sur €, a supports compacts, c’est-a-dire
D(Q) = C2() = C=() N Ce(Q).
Les éléments de D(2) sont appelés des fonctions test.

Notation : Soit K un compact de 2, on pose Dk (Q) = {¢ € D(Q); Supp f C K}.

24
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Définition 2.2 (Fonction plateau subordonnée & un compact). Soit K un compact de €, une
fonction plateau subordonnée a K est une fonction ¢ € D(Q) telle que 0 < ¢ < 1 sur Q et p =1

sur un voisinage de K.
Définition 2.3 (Convergence dans C.(f2)). Soit (on,)n une suite de C.(2). On dit que (pp), converge
vers une fonction ¢ dans C.(2) si les deux conditions suivantes sont satisfaites
i) Il existe un compact K de Q; Suppp, C K, Vn,
i1) (pn)n converge vers ¢ uniformément sur ).
Nous ne définissons pas la topologie de C.(2). Pour les besoins de ce cours, nous nous limitons

a la définition de la convergence des suites des ses éléments. De méme, nous définisssons ci-dessous

la convergence des suites dans D().
Définition 2.4 (Convergence dans D(Q2)). Soit (¢n)n une suite de D(2). On dit que (py,)n converge
vers une fonction ¢ dans D(Q) si les deuzx conditions suivantes sont satisfaites
i) Il existe un compact K de Q; Suppp, C K, Vn,
ii) Pour tout o € NV, (0%p,), converge vers 0%p uniformément sur Q.
En particulier la convergence de (prn)n vers ¢ dans D(Q) entraine la convergence de (0%pn)n
vers 0%p dans D(Y). Bien sar, la convergence dans D(Y) implique la convergence dans C.(2). De

plus, D(Q) C C*(Q), cette inclusion étant topologique et dense, de méme que D(2) C LP(R2), pour
tout p € [1,00[ mais D(2) nest pas dense dans L*(€2).

2.1.2 Les distributions

e Définitions et caractérisation

Définition 2.5 (Mesure de Radon). On appelle mesure de Radon sur Q, toute forme p : C.(2) —
R (ou C) linéaire et continue au sens suivant : pour toute suite (vp)n convergeant vers ¢ dans C.(2),
Tim u(pn) = p(e).

L’ensemble M(Q2) des mesures de Radon sur @ est donc le dual de Co(€2).

Une mesure de Radon sur §) est une forme linéaire p sur C.(S) qui est caractérisée par la

propriété suivante : Pour tout compact K de €, il existe une constante Cg > 0 telle que

()| < CrllellLe(), Yo € Ce(Q); Supp ¢ C K.
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Définition 2.6 (Distribution). Une distribution sur Q2 est une forme T : D(Q2) — R (ou C) linéaire
et continue au sens suivant : pour toute suite (py)n convergeant vers ¢ dans D(S2), li_)m T(en) =
n—oo

T(p)-
L’ensemble des distributions sur Q est donc le dual de D(R2), il est noté D'(Q).

Une distribution sur Q) est une forme linéaire T sur D(Y) caractérisée par la propriété suivante :
Pour tout compact K de (), il existe une constante Ci > 0 et un entier myg € N tels que
T(p) < Cx Y 110%%llL~), Ve € Dr().
la|<mg
Dans le cas ot l'entier mg = m est indépendant du compact K, on dit que la distribution est d’ordre
fini (inférieur ou égal a m), lordre étant le plus petit entier vérifiant cette propriété.

Notation : Si T € D'(Q) et ¢ € D(Q), on écrira (T, @) au lieu de T(p).

¢ Quelques exemples fondamentaux

Toute mesure de Radon u sur ) peut-étre considérée comme une distribution sur €2, d’ordre 0.

On pose
Ty ¢ € D(Q) = pulp),
et Uapplication pp € M(Q) — T, € D'(Q) est injective : on identifie alors M(§) a un sous-espace
de D'(Q).
Ainsi si f € L}, .(Q), on lui associe une mesure de Radon et donc une distribution sur € notée Ty

(ou simplement f) définie par

(Ty.0) = [ fa)e(@)de, Vo e Q).

Une telle distribution est dite réguliére. C’est le cas de la fonction de Heaviside H = 1jg o[ €t
des fonctions Log|x|, ﬁ qui définissent des distributions réguliéres sur R.

xT
Une distribution qui n’est pas associée o une fonction localement intégrable est dite singuliére, c’est

le cas des distributions de Dirac d,, a € 2, définies par

<6a7 90> - gp(a), Vp € CC(Q)

Noter que la fonction % n’est pas localement intégrable sur R et ne définit donc pas une distribution

sur R. On définit la distribution valeur principale de % sur R notée Vp% par

1
(Vp Py ¢) = lim elz) dzx, Yy € D(R).

e—0t ‘x|25 X
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C’est une distribution (singuliére) d’ordre 1.

e Convergence dans D'(12)
Définition 2.7. Soit (T,,), C D'(2), (Tn)n converge vers T dans D'(Q) si

lim (Ty, ) = (T, ), VYo € D(Q).

n— o0
Exemple : Dans D'(R), le dn = 0 puisque pour tout ¢ € D(R), p(n) =0 pour n assez grand.
n—oo
Propriétés : 1) La convergence dans LP(2),1 < p < oo implique la convergence dans D'(R), de
méme que la convergence dans L} ().

2) D’apres le théoréme de Banach-Steinhaus, si (Ty,)n C D'(Q) est telle que lim (T, ) existe et
n—oo

est finie pour chaque ¢ € D(Q) alors Uapplication T définie sur D() par

(T, ) = (Tn, ), Vo € D(Q),

im
n—oo

est une distribution sur Q.

Exemple : Soit la suite de fonctions définies sur R pour € > 0 par

1
fe(z) = — si|x| > ¢ et fo(z) =0 sinon .
x

Alors f. € L} _(R) C D'(R) et comme pour tout p € D(R), lim #(w) dx eziste et est finie,

toc e—0t |z‘25 xr
on déduit que la forme linéaire

T:peDR)— li LASTIP
v ( ) 5j£%"ﬂ25 x .

définit une distribution sur R. Noter que T n’est autre que la distribution Vp%.

Série de distributions : Une série de distributions Z T,, converge dans D'(Q) si la suite des ses
neN
sommes partielles Sy, = Ty + 11 + - - - + T}, converge dans D'(Y), ou de maniére équivalente si pour

tout p € D(Q), la série numérique Z (T, p) converge.
neN
Exemple : La série Z O converge dans D' (R). En fait pour chaque ¢ € D(R), la somme Z ©(n)
neN neN
ne contient qu’un nombre fini de termes non nuls. Plus précisément st m € N* est tel que Suppp C

[—m,m], alors Z p(n) = f: o(k).
k=0

neN

2.1.3 Opérations sur les distributions
e Restriction 4 un ouvert
Définition 2.8. Soit T € D'() et w C Q un ouvert. On pose

<T\w790> = <Ta 90>7 VQD € D(w)
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Cette définition a un sens car D(w) C D(Q2), en convenant de prolonger toute fonction ¢ de D(w)

par 0 en dehors de w (et en gardant la notation ¢ pour le prolongement). Ainsi si f € L}, .(2), alors

la restriction de la distribution Ty a w coincide avec la distribution associée a la restriction de la
fonction, c’est-a-dire (Ty)|, =T, -

Exemples : 4|, = 0 si l'ouvert w ne contient pas 0 et (Vp7)| = — si I est un intervalle ouvert
', =
ne contenant pas 0.

e Translation et dilatation

Ici @ = RN, Soit f : RN — R une fonction, on définit sa translation de vecteur a € RN par

Tof(x) = f(x — a) et sa dilatation de rapport X € R* par 1L\ f(z) = f(5).

Définition 2.9. Soit a € RN et A € R*, pour T € D'(RYN), on définit 7,T,11,T € D'(RN) par
(T, 0) = (ILKT', ), Vo € D(R),
(ILT.0) = NN (1), ¥ € D(R).

Exemples : 1) Si f € L} (RY), alors

loc
7a(Tf) =Ty et TA(Ty) = Ta, p)-
2) 7,6 = 84 puisque pour o € D(RN)
(1ad, ) = (0, 7—atp) = T—ap(0) = ¢(a).
v
Notation : II_1T =T, appelée symétrique de T par rapport a l’origine.

Définition 2.10 (Parité d’une distribution). Une distribution T € D'(RY) est dite paire (respecti-

v v
vement impaire) si T =T (respectivement si T = —T).

Exemple : § est une distribution paire et Vp% est une distribution impaire sur R.

e Multiplication par une fonction C*

Définition 2.11. Soient T € D'(Q) et f € C®(Q), fT (ouTf) est la distribution sur 2 définie par

(fT,p) = (T, fe), Ve D).
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Exemples : On vérifie facilement que fo, = f(a)dq, Va € Q. En particulier dans D'(R), xd = 0.
On a également anp% =1.

Notons enfin qu’on ne peut pas définir le produit de deux distributions d’une maniére satisfaisante.
Ainsi (Vp% x)d =16 =0 alors que Vp% (xd) = Vp% 0=0.

Propriété : L’application T € D' () — fT € D'(Q) est linéaire et continue.

e Dérivation

Définition 2.12. Soient T € D'(Q) et o € NV, 9T est la distribution sur Q définie par
(0°T, ) = (=1)*NT,0%¢), V€ D(Q).

Exemples : Dans D'(R), H' =6, (Loglz|) =Vp1i.
Propriétés : La dérivation des distributions généralise celle des fonctions. Ainsi si f € CH(S2), alors
0i(Ty) = Ty, 5 c’est-a-dire que la dérivée O;f de f au sens usuel coincide avec sa dérivée au sens des
distributions.

Formule des sauts en dimension 1 : Soit f une fonction continue sur l'intervalle I =]a,b[ sauf
au point ¢ qui est un point de discontinuité de premiére espéce (c’est-a-dire que les limites a droite
f(c+) et a gauche f(c—) en ce point existent et sont finies). On note [f]. = f(c+) — f(c—) le saut
de f en ce point. On suppose que f est contindment dérivable sur|a,c| et |c,b| et que les fonctions f
et f' définissent des distributions sur I notées respectivement Ty et Ty. Nous avons alors la formule

des sauts

(Tf)/ =Ty + [f]¢5c dans D/(I).

Exemple : (Ty)' =6 que l’on écrit plus simplement H' = § dans D'(R).
La formule des sauts se généralise au cas ou la fonction présente plusieurs sauts cy,ca,--- ¢, €t on

obtient
n

(Ty) =Tp + > [flebe, dans D'(I).
i=1
Ainsi (1jqp))' = 60 — 0 dans D'(R), —00 < a < b < +00.
En fait, si la fonction présente un nombre localement fini de sauts, la formule demeure vraie. Ainsi
la dérivée dans D'(R) de la fonction E (partie entiére de x) est donnée par

E'=Y 6,

n>0
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La formule de Leibnitz : Soient T € D'(Q), f € C®(Q) et a € NV, on a

o*(fT)=>_ ¢ o’ fo*"T.

BLa

e Distribution de Dirac portée par une hypersurface

Soit S une hypersurface de RN régulicre, on note v = v(x) la normale unitaire en tout point x

de S et dS(x) la mesure de Lebesgue sur S.

Distribution simple couche Soit o une fonction localement intégrable sur S. L’application

p e DRY) > [ a@)p(a)dS(a),

est une distribution sur RN d’ordre 0, notée adg et appelée distribution simple couche portée par S,

de densité .. Lorsque a =1, on la note simple dg.

Distribution double couche Soit o une fonction localement intégrable sur S. L’application

o€ DRY) s — /g oz(:c)g—f(:x) dS(x),

(0w g—f = Vv est la dérivée normale de ) est une distribution sur RY d’ordre 1, notée 8%(0455)

et appelée distribution double couche portée par S, de densité o.

Formule des sauts en dimension supérieure : Soit Q un ouvert régulier de RN et S = 0 son
bord. On note v = v(x) la normale unitaire extérieure a ) en tout point x de S.
Soit f : RY — R une fonction C' par morceauz, présentant des discontinuités de premiére espéce
travers S. Pour xg € S, on note
flwo+) = lim  f(z), f(zo—)= lim f(z) et [fls(zo) = f(zo+) — f(zo—),
r — xzq, * — x0,

zeRV\Q z €Q

la derniere quantité représentant le saut de f a travers S au point xg. On a alors pouri=1,2---N

O, (Tf) =To,, )+ [flsvids dans D'(RM).



D. Hamroun Exercices corrigés de Distributions 31

e Primitives d’une distribution en une dimension

Définition 2.13. Soient I un intervalle ouvert de R, S,T € D'(I). On dit que S est une primitive
deT s1 8" =T.

Les primitives de T" sont alors de la forme S+ C ot C' est une constante arbitraire. Nous allons

décrire la maniére de déterminer une primitive S de T. Soit ¢o € D(I) telle que /cpo(a;) dx = 1.
I

On montre que pour toute fonction ¢ € D(I), il existe une unique fonction 1p € D(I) telle que

© = Xpg + . Il suffit alors de poser

<Sa90> :_<T>w>v VSOGD(I)'

1
Exemple : Les primitives de Vp — dans D'(R) sont Inl|z|+ C, C € R.
x

e Division par une fonction
Soit f € C®(2) et S € D'(2). On consideére le probleme (dit de division) :
Trouwver T € D'(Q); fT =S.

1
Si la fonction f ne s’annule pas sur Q, alors la fonction — € C*°(Q) et l'unique solution de I’équation

f

1
est T = — 5. Dans le cas contraire, le probléme est plus compliqué a résoudre. On montre, par

f

exemple que les solutions de xT = 0 dans D'(R) sont données par T = C4, ou C' est une constante

arbitraire. Consulter o ce sujet lexercice 2.27 ainsi que les exercices 2.28 et 2.29.
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2.2 Enoncé des exercices

Exercice 2.1. Soit la suite de fonctions définies sur R par

n2
e o st x| <mn
Xp(xg_ng) x| <n,

)

stnon.

{1
mx):{ n
{

Vérifier que (on)n C D(R) et que gpgg) — 0 uniformément sur R,Vk € N. La suite (), est-elle
convergente dans D(R) ?

Exercice 2.2. Soit o € D(R) et soit la suite de fonctions définies sur R par

on(x) = e "p(na).

Vérifier que (on)n C D(R) et montrer que ¢, — 0 dans D(R). Que peut-on dire de la suite
Un(z) = e "p(n+x)?

Exercice 2.3. Soit f € D(RY), on pose
Lip)=f*», »eDR").
Montrer que L définit une application linéaire et continue de D(RY) dans D(RY).

Exercice 2.4. Soit I un intervalle ouvert.

1. Montrer qu’une fonction ¢ € D(I) est la dérivée d’une fonction de D(I) si et seulement si elle

vérifie la condition / o(x)dx = 0.
1

2. Soit po une fonction de D(I) telle que / wo(z) dx = 1. Montrer que toute fonction ¢ € D(I)
I

se décompose d’une maniére unique sous la forme ¢ = Apo + @, avec A € R et p1 € D(I).

Exercice 2.5. Pour ¢ € C.(R), on pose

1
(T,¢) = 9(0) + | (@) da.
Montrer que T définit une mesure de Radon sur R.

Exercice 2.6. Les fonctions suivantes définissent -elles des distributions sur R ¢

1 1 1
|z, |z, , —, sin—, In|x|.
|x’ x x
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Exercice 2.7. Soit ¢ € D(R) une fonction plateau subordonnée au compact [1,2], on pose op(z) =

—-n

e "p(nx). Montrer que

lim [ €3 pn(z)dz = +oo. (2.1)

n—oo IR

Que peut-on en déduire ?

Exercice 2.8. Soient a € R, k € N*, les applications suivantes définissent-elles des distributions

sur R ?
Tip) =0, B =¢@, ) = [ e d.

Ti(e) = ¥ o), B() = ¢Ma),  To(e) = [ o) do.

n>0

Dans Uaffirmative, préciser leurs ordres. Pour T, on pourra utiliser la suite de fonctions définies
sur R par on(x) = (x —a) 0(n(z —a)) ou 6 € D(] — 1,1[) est une fonction plateau subordonnée au

compact {0}. Peut-on identifier la distribution Ts ?

Exercice 2.9. Soit l'application T définie sur D(R) par (T, ) = Z o™ (n). Montrer que T est
n>0

une distribution sur R d’ordre infini. (En supposant qu’elle est d’ordre m, considérer la suite de

(ZL‘ —m — 1)m+1

(m+1)!

fonctions ¢p(z) = O(n(x —m — 1)) ou 0 est la fonction définie dans [’exercice

précédent).

1
Exercice 2.10. Montrer que la distribution Vp — est d’ordre 1. On pourra utiliser pour cela des
x

fonctions plateaux @, € D(]0,2[) subordonnées auz compacts [g,1], 0 < e < 1.

H
Exercice 2.11. 1. La fonction — est-elle localement intégrable sur R ¢
x

2. Pour ¢ € D(R), on pose :

<Pf%,g0>: lim ( @dx—l-(p(O)lna).

e—0t > I
Montrer que Pf— définit une distribution sur R (appelée partie finie de — ).
x x
3. Déterminer la restriction de cette distribution a | — 0o, 0[ et a ]0, +o0l.

4. Etablir une relation simple entre Pf%, sa symétrique par rapport a l’origine et Vpé.
5. Déterminer la distribution x Pfg
Exercice 2.12. Soit T' une forme définie sur C.(S) linéaire et positive, c’est-a-dire
(T,p) >0, Vo e€C(R), ¢ >0.

Montrer que T" une mesure de Radon.



D. Hamroun Exercices corrigés de Distributions 34

Exercice 2.13. 1. Montrer que la convergence faible dans LP(Q) (1 < p < oo) implique la

convergence dans D'(Q2) puis montrer que la réciproque est fausse, en considérant la suite de
n

fonctions f, = 5 1[_; 1.

2. Soit (fn)n une suite bornée dans LP()), 1 < p < oo qui converge dans D'() vers T.

(a) En utilisant un résultat de densité, montrer que (fyn)n converge faiblement dans LP ()
vers une fonction f. (Indication : montrer que les intégrales / fng dx forment une suite
Q

de Cauchy pour g € (LP(Q)), ).
(b) En déduire que T = Ty.
3. En déduire que dans LP(Q2), 1 < p < 0o, une suite converge faiblement si et seulement si elle

est bornée et converge dans D' () puis vérifier que ce résultat est faux dans L'.
Exercice 2.14. Etudier dans D'(R), la convergence des suites de fonctions définies sur R par

fn(@) = %1[7%,%]a gn(x) = —”1[7%70] + nl[o’%]a hn(x) = sin(nz),

kn(x) = , In(z) = sin?(nzx), M (7) = anlpp ooy (an)n CR,

ro(z) = Vne ™™, s,(x) = nsin(nz)H(x), tn(z) = exp(inx), 2 = —1,

Up(z) = (cos %)n

sin x

On rappelle que / der=m et / e dr = LD
R R

xT

Exercice 2.15. Soit la suite de formes (T),)n définies sur D(R) par

(T ) = lim cos(nx)

e—0t |x‘25 X

o(x) dz , Yo € D(R).
Vérifier que (Ty,)n, C D'(R) et calculer sa limite.

Exercice 2.16. Déterminer dans D'(R) les limites suivantes :

. 1 . 1 . €
lim —, lim —, (i =-1), T
e—0+ T + i€ e—0t T — ig e—0+ |x|1—¢
Exercice 2.17. 1. FEtudier la convergence de la série Z Sy ot
n>0

(Sn, 0) = ©™(0), ¢ € D(R).

Considérer p = €0 ot 0 est une fonction plateau égale a 1 au voisinage de 0.
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2. Soit la suite de distributions (Ty)nez définie sur D(R) par T, = c,exp(inz) ou la suite
(cn)n C C posséde la propriété suivante : il existe k € N tel que |c,| < |n|* pour tout n € Z*.

Montrer que la série Z T, est convergente dans D'(R).
neZ

Exercice 2.18. 1. Pour ¢ € D(R), on pose

1 . o() ©(0)
Prel = Jm ([, 50 =250
H ) 0 /

1
Montrer que ces applications définissent des distributions sur R (appelées "partie finie" de —
T
H .
el — respectivement).
x

1 H
2. Définir de méme les distributions Pf— et Pf— pourn > 3.
x x

1 1
Exercice 2.19. 1. Les fonctions — et ———— sont-elles localement intégrables sur RV 2

[N N
2. Pour ¢ € D(RY), on pose
1 _ p(x)
Piggs) = ([ G e oo ne),

1 . (z) ¢(0)
<Pf|x|T+1790> :61_1>I(I)1+(/ |N+1d$—UJN?),

al>e |z
ot wy désigne la mesure (superficielle) de la sphere unité de RY.

(a) Montrer que ces applications définissent des distributions sur RN,

H 1 H 1
(b) Pour N =1, établir une relation simple entre Pf— et Pfﬂ puis entre Pf— et PfW.
x x x x

Exercice 2.20. Soit T € D'(Q) et soit w un ouvert borné de Q tel que w C Q. Montrer que la

distribution T}, est d’ordre fini.

T(w+h) = T(@)

Exercice 2.21. Soit T € D'(R), déterminer }llin%)
5

Exercice 2.22. Soit f € C*(R).

1. Montrer que f&' = Cyd + C18" ou Cy et Cy sont deux constantes & déterminer.

k
2. Soit k € N*, montrer que f6*) = Z C1, 09 o0 Cy, sont des constantes o déterminer.
i=0
Exercice 2.23. 1. Calculer les dérivées des distributions suivantes sur R
. | 1 1 H
(sinz)lp\@, sgn(z), |z|, sgn(x) e, In|z|, Hln|z|, Vp;, Pfﬁ, Pf?,

E(z) (partie entiere de x), f(x) =z, —7m <x <, f 21 — périodique.
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2. Déterminer les dérivées successives de la distribution - H(z), neN.
n!

Exercice 2.24. 1. Soit la fonction f définie sur R? par f(x,y) = H(x).

Calculer au sens des distributions, les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a 2 de f.

2. Soit T la forme définie sur D(R?) par (T, ) = / o(z,x) d.
R

T T
Montrer que T € D'(R?) et calculer or + 8—
or 0Oy

Exercice 2.25. Etudier dans D'(R), la convergence des suites de distributions sur R

n n n

2
n(61 —6-1), n(6—061)", n*(0r+6-1 —25), n3(61 —6_1 + - ).

1
Exercice 2.26. Déterminer les primitives des distributions 6, H, xH, Vp— sur R.
x

Exercice 2.27. Soit S € D'(R), on considere l’équation T = S.

1. Soit 8 € D(R) une fonction valant 1 au voisinage de 0. Montrer que toute fonction ¢ € D(R)

se décompose d’une maniére unique sous la forme
©=¢(0)0+zp oup € DR).

2. Résoudre l’équation xT = 0 et en déduire que les solutions de l'équation xT = S sont de la

forme T =Ty + Cd ot C € R et Ty € D'(R) est une solution particuliére.

3. Montrer qu’une solution particuliére de ’équation T = S est obtenue en posant (Tp, ) =
(S, ).

4. Résoudre ’équation I’ = S dans les cas suivants :
, 1 1
S=1, §=¢, S=¢, S=Vp-, S=Pf—.
x x

Exercice 2.28. Soit S € D'(R) et n € N*, on considére 'équation a™T = S .

1. Soit 8 € D(R) une fonction valant 1 au voisinage de 0. Montrer que toute fonction ¢ € D(R)
se décompose d’une maniére unique sous la forme

n—1 L

T n .
=20 Zggo(k)(O)-i—x Y ou 1 € DR).
k=0

2. Résoudre 'équation x™T = 0 et en déduire que les solutions de l’équation x™T = S sont de la
n—1

forme T =Ty + Z C’kd(k) ot Cr € R et Ty € D'(R) est une solution particuliere.
k=0
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3. En déduire qu’une solution particuliére de l’équation x™T = S est obtenue en posant : (T, p) =
(S, 9).
4. Résoudre l’équation ™1 = S dans les cas suivants : S =1, S =4.

Exercice 2.29. Soit a,b € R, résoudre les équations suivantes, en s’inspirant des résultats des

exercices précédents
(x —a)T =0, (x —a)T = oy, (x —a)T =6y,
(x—a)(z—=b)T =0, (z—a)(z—0T=1.

Exercice 2.30. Résoudre dans D'(R) les équations différentielles suivantes :
T =1, 2*T"=0, 2T +T =0.

Exercice 2.31. Soit a € C*°(R), T € D'(R) et b € C(R) tels que T" + aT = b.
1. Calculer la dérivée de AT ou A(zr) = exp (/ a(t) dt).
0

2. En déduire que T € C*(R) et que l’edo est satisfaite au sens classique.

Exercice 2.32. Soit la fonction f(x,y) = —In|(z,y)|. Montrer que f € Li (R?) puis calculer

loc
of of ) 2
9z’ oy ainsi que Af dans D'(R?).

Exercice 2.33. Soient Q et ' deux ouverts de RN et soit ® : Q — Q' un C>®-difféomorphisme.

1. Montrer que si f € L}, (), alors ®*(f) = fo®~1 € L} (') et expliciter le crochet (*(f), )

loc

pour ¢ € D(Y).
2. Définir alors la distribution ®*(T') pour toute distribution T sur Q.

3. Déterminer ®7(0) ot ®1(x) =tgx, x€]— 5,5 et Po(x) =€”, xR,
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2.3 Solutions

1
Solution 2.1. Pour n € N*, on voit que @, () = —g¢ <£> ot g est la fonction de l'exercice 1.17.
n-\n

Par conséquent ¢, € D (R) et Supp p, = [—n,n]. De plus

1 T
(k) e ¢ B *
QOTL (117)— nk-+1 g (n>7 .’EGR, kEN )

d’ot

1
k k
I ey < —rllo®llim@) 52, 0-

Ainsi pour tout k € N, (ga%k))n converge vers 0 uniformément sur R. Noter que (py,), ne converge
pas dans D (R) car la condition de support n'est pas vérifiée : il n’existe aucun compact K C R tel

que [-n,n] C K, Vn € N*.

Solution 2.2. Supposons ¢ non nulle, car dans le cas contraire les deux suites sont nulles.

Clairement (ppn)n C C°(R) et sia > 0 est un réel tel que Supp C [—a,a] alors
Suppn C [~ 2, %] C [~a,a], Vn>1,
n’'n

la condition de support est donc vérifiée. De plus pour tout k € N

o) (z) = nPe o™ (nz), zeR, n>1,

de sorte que
1% | Loy < Fe™™[[0™]| Loo my —2 0,

c’est-a-dire 4,0,(1]6) — 0 uniformément sur R, Yk € N. On conclut que (¢n), converge vers 0 dans

D (R).

Considérons maintenant la suite (1), et supposons que Supp ¢ = [a,b] alors Supp ), = [a —n,b — n|
et il n’existe aucun compact K C R tel que [a —n,b—n] C K, Vn € N*, de sorte que (¢n)n ne
vérifie pas la condition de support et donc la suite (¢y), ne converge pas dans D (R). Néanmoins

on vérifie facilement que 1/1%’6) — 0 uniformément sur R pour tout k € N.

Solution 2.3. Soit p € D(RN), alors fxp est une fonction C> sur RN et elle est a support compact
car Supp f et Supp p sont compacts. Par conséquent L est bien définie de D(RY) dans D(RY). De

plus L est linéaire car

frlap+BY)=afxp+Bf 1y, Va,BeR, p,9 € DRY).
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Vérifions la continuité. Soit (¢n)n C D(RYN) telle que o, — 0 dans D(RYN). Alors il eviste un
compact K C RN tel que
Supp e, C K, Vn,

et

9%, — 0 uniformément sur RY, Vo e NV,

Par conséquent

Supp (f * ¢n) C Supp f + K, Vn,

et Supp f + K est un compact de R™. De plus pour tout « € NV
OU(f *pn) = [+ (0%n),

et en utilisant l'inégalité de Young et linclusion D(RN) C LP(RN), 1 < p < oo, on écrit

1f (aaSDn)HLoo(RN) < HfHLl(RN) ”aa%HLw(RN)-

On voit alors que
Jim [+ (0%@n) | oo vy = 0,

c’est-a-dire

O“(f * on) = 0 uniformément sur RY, Yo € NV,

On conclut que L(py,) — 0 dans D(RY), donc L est continue.

Solution 2.4. Notons I =]a,b[, —0o < a < b < 4o00.
1) > Soit p € D(I), supposons qu’il existe une fonction 1 € D (I) telle que o = 1'. Alors

b
=0,

a

[ e@ e =1 @)

car 1 est nulle en dehors d’un compact de I.

> Réciproquement soit p € D(I) vérifiant la condition /go (x) dz =0, posons
1

1/;(3;):[1%@) dt, zel.

Clairement 1 est dérivable sur I et ' = ¢ donc 1p € C* (I). Montrons que v est a support compact

et pour cela supposons que Supp ¢ C [c,d] C I de sorte que ¢ est nulle sur ]a, c[U]d, b].

i) Sia<x<calor51/z(x):/ 0dt = 0.

d
it) Sid <z <b, alorsw(a:):/ @ () dt:/lgo(t) dt = 0.
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Ainsi Supp C [e,d] et on conclut que v € D (I).

2) Soit p € D(I) et X € R alors ¢ — Apg € D(I) et

/1(90—)\900)($)d58Z/Icp(x)dx—)\/IQOO(x)dx:O, si)\:/lcp(x)dx.

Donc pour cette valeur de A\, on déduit de la premiére question que ¢ — Apg admet une primitive ¥
dans D (I) c’est-a-dire

¢ =Xpo+1". (2.2)
Supposons maintenant que ¢ — \pg admet une autre primitive & dans D (I). Alors il existe une

constante C' € R telle que ¢ — & = C. Comme ¢ — £ est a support compact alors nécessairement

C =0 et donc 1p = &. Ainsi la décomposition (2.2) de la fonction ¢ est unique.

Solution 2.5. Clairement T est bien définie sur C.(R), elle est linéaire et de plus pour ¢ € C.(R),

on a
1
(T.0) < O]+ [ lo(@)]do < 2elie-
On conclut que T est continue sur C.(R), elle définit donc une mesure de Radon sur R.

Solution 2.6. ¢ Les fonctions |z| et \/|x| sont continues surR, elles sont donc localement intégrables

sur R et définissent des distributions sur R.

1 1 1
\/ﬁ, —, sin —, In|x| sont continues sur R*, elles sont donc localement intégrables
PR x

sur R si et seulement si elles sont intégrables au voisinage de 0. On a

/1 L, 2/1 L4 4\F‘1 4
—axr = — aAQr = €T = s
1/ 0 VE :

1 1 1
/ |In |z|| dx :—2/ lna:d:c:—Z(mlna:—x)‘
-1 0 0

1 1 1
/ |sin—|d:v S/ dx = 2,
-1 x -1

1
sin —, In|z| définissent des distributions sur R. Par contre
x

o Les fonctions

= 2,

donc les fonctions

1
Vel

1 1 11 1
/ —d$:2/ —dxr=21Inz| =400,
0o x 0

-1 |z

1
donc la fonction — ne définit pas une distribution sur R.
x
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Solution 2.7. Soit ¢ € D(R), 0 < ¢ <1 surR et ¢ =1 sur [1,2]. On sait que (pn), C D(R) et
©n — 0 dans D(R) (voir exercice 2.2).

Si la fonction e=2 définissait une distribution sur R, alors par continuité on aurait

lim [ e:® on(z)dx = 0.

n—oo JR

1
On déduit donc que si (2.1) a lieu alors la fonction e=? ne définit pas une distribution sur R.

n

Montrons (2.1). Comme ¢, >0 et ¢, = e~ " sur L, 2| alors

2

1 n L
/ ex? op(x)dr > e_"/1 ez2dx >e "
R =

2

N
avec lim —e'4
n—oo n

" = +o0, on déduit le résultat.

Solution 2.8. > T n'est pas linéaire puique T (2¢) # 2T () pour ¢ # 0 donc T ne définit pas

une distribution sur R.

> Clairement T : D (R) — R est bien définie et linéaire et on a :

T2 (0)] < l¢llLowy, Yo €D (R).

En particulier, pour tout compact K C R

1
T2 (0)] < D lle™ o) Ve € Dk (R).
k=0

Donc Ty est continue sur D (R) et définit donc une distribution sur R d’ordre < 1. Montrons
maintenant qu’elle est d’ordre 1, par 'absurde. Supposons que Tb est d’ordre 0, alors pour tout

compact K C R, il existe une constante Cx > 0 telle que

(T2, )| < Ckll¢llLem), ¢ € Dr(R). (2.3)

Soit o (x) = (x —a) 0 (n(z —a)) ou € D(]—1,1]) est une fonction plateau subordonnée au com-
pact {0}, donc 0 <0 <1 et =1 sur un voisinage de 0. Noter que @, = x — a sur un voisinage de

a et Supp ¢, C ]a— %,a#—%[, Vn > 1, de sorte que

lenllpeem) < =, ¥n € N*.

S|

Soit K =[a—1,a+ 1], alors ¢, € Dr(R), Yn > 2 et d’aprés (2.3)

(T2, on)| < CkllnllLem®), Yn > 2.
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Or (To, on) = ¢, (a) = 1 donc linégalité précédente entraine

1
1§CK —, VTLZQ,
n

ce qui est absurde. On conclut donc que Ty est une distribution d’ordre 1 sur R.

> Ty est bien définie sur D (R) car D (R) C LY(R) mais T3 ne définit pas une distribution sur R

car elle n'est pas linéaire : T5(—¢) # —T5(p) pour ¢ # 0.

ng
> Soit ¢ € D(R) et ng € N* tel que Suppp C [—no,no], alors Ty (@) = > ¢ (n) donc Ty est bien
n=0

définie sur D (R). Clairement Ty est linéaire et de plus

[(Ta, o) < (no + 1) [l Lo (r), Voo € D(R); Suppep C [—no,no] -

On conclut que Ty est une distribution d’ordre 0 sur R, c’est donc une mesure de Radon. En fait

Ty = Z 611-
n>0

> Clairement Ty définit une distribution sur R d’ordre < k. En fait elle est d’ordre k exactement. En
effet supposons que Ty est une distribution d’ordre < k—1, alors pour le compact K = [a — 1,a + 1],

il existe une constante C'i > 0 telle que

k—1
(T5, )| < CxY_llpWllemy: Ve € Dk (R).

1=0
) (x — a)k . . .
Soit ¢, (x) = TG(n (x —a)) ou § € D(]—1,1[) est une fonction plateau subordonnée au
compact {0} . Comme Supp o, C K, ¥n > 2, alors
k-1
(T5, )| < CxY_llol Loy, Vn 2 2. (2.4)
=0
_(z—a)’ . *) x g5
Or ¢, (z) = Ty 0u voisinage de a, donc ¢p’ (a) = 1,Yn € N*, d’ou

(T5,pn)| =1, VneN*.

Maintenant, nous allons estimer ||(,0g)||Loo(R) pour 0 <l <k—1etneN* Ona

(z — a)* (m)_(x_a)kfm
(k! ) SO osmsiot,
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donc d’apres la formule de Leibnitz
" Zo ! (k—m)! ’

et comme Supp o, Cla— L a+ L[ alors

l
ey = 16l ot arap
t nlfm (l_ : o
< 0 Gy T e < S

— —— 0, et donc chaque terme
nt—k n—oo

l
. 1 -
ou C = mz_:oclm m\w(l m)HLoo(R). Comme k—1>1, alors
du second membre de linégalité (2.4) tend vers 0 lorsque n — oo, donc (2.4) est absurde et on
conclut que Ty est une distribution d’ordre k. On notera que Ty = (—1)* ™.

> Soit ¢ € D(R) et a > 0 tel que Supp v C [—a,a], alors

donc Tg est bien définie sur D (R) et elle est linéaire. De plus

(Ts, 0)| < 2Vallgllzem), Ve € DR); Suppyp C [—a,a],

par conséquent Tg est une distribution d’ordre 0 sur R, c¢’est donc une mesure de Radon. En écrivant

T6(<p)22/0 w(xz)dw:/o w(y)\/yg—RsO(y)\/(g)dy,

H
on woit que Ty est la distribution associée o la fonction —— € L} (R), notée aussi —.

[yl VY
Solution 2.9. Soit ¢ € D(R) et ng € N* tel que Supp @ C [—ng,ngl, alors

no
k=0
donc T est bien définie sur D (R). De plus T est linéaire et vérifie
no
(T, o) < Y l® @), Vo € DR); Suppp C [~no,no] -
k=0

On conclut que T est une distribution sur R.
Montrons qu’elle est d’ordre infini, par Uabsurde. Supposons que T est une distribution d’ordre < m,
alors pour le compact K = [m,m + 2|, il existe une constante Cy, > 0 telle que

(T, 9) < Cry_lleVllL=@), Ve € Dk (R).
=0
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T —m — m+1
Soit ¢, (x) = ( T 11))'

donnée au compact {0}. Comme Supp p, Clm + 1 — %,m +1+ %[C K, Vn > 2, alors

O(n(x—m—1)) ot 6 € D(]—1,1]) est une fonction plateau subor-

’<T7 (PnH < CmZHQOg)HLoo(R), Vn > 2.
=0

Or (T, ¢n) = gogmﬂ) (m+1) =1,Yn € N*, et l'inégalité précédente s’écrit

1< CnY Nl poomy, ¥n > 2.
1=0

De plus,

m (k) m+1—k
(x —m—1)"* (xt—=m—1)
= <k<
( (m+ 1) mti—gp @ Vsksm

alors en procédant comme dans l’exercice précédent, on obtient pour 0 <1 <m
l l
H‘Pgl)”LOO(R) = ”SOSL)HLOO(]m—&-I—%,m-i—l—&—%D

ok n'”* (I—k) ¢
SIQZCZ (m-l-l—k)!nm-i-l—kng Iz < 1=l
=0

ot C' > 0 est une constante indépendante de n. On conclut comme dans l’exercice précédent puisque

m+1—-1012>1.

Solution 2.10. Rappelons que la ditribution Vp% est définie par

1 , p(x)
Vp=,¢) =1 =2d D(R
(Vp_,¢) = lim s @ 0 PE (R),

et qu’elle est d’ordre inférieur ou égal a 1. Supposons qu’elle est d’ordre 0, c¢’est-a-dire que pour tout

compact K C R, il existe une constante Cxg > 0 telle que

1
(Vp ;,<P>| < Ckll¢llLem): Ve € Dk (R).

Considérons en particulier K = [0,2] et pour chaque 0 < € < 1, la fonction . € D(]0,2]) telle que
0<¢:<1etp.=1surlel]. Alors p. € Dx(R) et

1
|<Vp;,<,0a>| SC’KH@EHLoo(R), 0<e<l. (2.5)
D’un autre coté
1 1d
(Vp—,pe) > iJﬁ:—lna,
T e T

1
de sorte que lim+<Vp7,<p5> = +oo, tandis que |gel|pom) = 1 pour 0 < & < 1, ce qui contredit
e—0 X

1
(2.5). Par conséquent la distribution Vp — est bien d’ordre 1.
T
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H(x)|dx: Ldx

1 H
Solution 2.11. 1) / | — = +o00, donc — ¢ L}, (R) et ne définit pas une distri-
0 0o T x

T
bution sur R.

2) Soit ¢ € D (R) et soit a > 0 tel que Suppp C [—a,a]. Pour tout € > 0 petit, on écrit

/Ezsw(x)dlegxgawdazﬂ-@(())/ di’

€T €T e<z<a T

donc

§ Lpg(vw)dx+g0(0)ln5:/< § de+cp(0)lna.

Considérons la fonction
(p@-e®)
vw=4{
L ¥ (0) sinon.
p (r)

——~dx+ ¢ (0)Ine| existe et est
> XL

e—=0t Je<z<a e—0t

¥ € C(R) donc lim Y(x)de = Aa Y(x)dx et lim
H

finie, pour tout p € D(R) donc Pf — est bien définie sur D(R) et de plus
x
H a — (0
(Pf =0 = / de +¢(0)Ina, Vo€ DR); Suppe C [—a,al.  (2.6)
0

H H
On vérifie facilement que Uapplication Pf— est linéaire, montrons que Pf — est continue.
x x
H
Soit K C R un compact et a > 0 tel que K C [—a,a]. Pour tout ¢ € Di(R), la valeur de (Pf—, )
x
est donnée par l’expression (2.6). Pour 0 < x < a, d’apres le théoréeme des accroissement finis, il

existe ¢, €10,z tel que o (z) — v (0) = 2¢(cz) donc
H a.
(Pr@ll < [1¢ @)l de + e (0) Ina
< al|¢|| Loy + I al l@]| oo (m)
<C (1€ =@ + el L)) »

H H

ot C' = max (a, |lnal) et on conclut que Pf — est continue sur D(R). Par conséquent P f — définit
x x

une distribution sur R (d’ordre <1).

H
3) Posons T = Pf —, 51:T| et 52:T| On a
x

]—00,0[ 10,4-00["

<Sl790> = <T790> =0, VSOGD(]—OQO[):

c’est-a-dire que S1 = 0.

Soit ¢ € D(]0,+]), alors Suppp C [d',a] avec 0 < o' < a, donc p(0) = 0 et en utilisant
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Pexpression (2.6), on voit que

($20) = (L) = [ F D= [T gy s )

X

1

1o (10, +00]). Donc la distribution Sy coincide avec la fonction f(z) =

1
ou la fonction f(z) = ~€ L
1
—, x€]0,400[.
x

H
4) Déterminons une relation simple entre la distribution T = Pf —, sa symétrique par rapport
x

Y 1 v
Vorigine T et Vp—. Rappelons que T(x) = T(—x) est définie par
x

(T'(=2), 0 @) =(T(y),»(=y), vD(R).

Soit ¢ € D (R), en utilisant le changement de variable x = —y, on voil que
\i +00 — —€
: ¢ (—y) ] : { ¢ (x)
T,p) = lim d 0)1 = lim |— d 0)1 ,
(T, ¥) lim, L ” y+(0)lne lim, e x4+ ¢ (0)Ine

de sorte que

(T—%,gp)z lim [ E(p(x)dx+l+00(p(x)dx

e—0T —00 X xr

1
= <Vp;,<p), Vo € D(R).

On conclut alors que

v 1
T—-T=Vp-.
X

5) Soit ¢ € D(R)
H H
(xPf—.¢) =(Pf— ap)= lim (AZs ‘””ﬂ(‘f)dx +0(0) In ¢)
+oo
=tim [ oydr= [T @ar= [ HE)p() dr
donc

H
zPf— =H.

x

Solution 2.12. Montrons que pour tout compact K C ), il existe une constante C'x > 0 telle que
(T, p)| < Ckllolle)y, Yo €Cc(2); Suppe C K.
Notons d’abord que puisque T est linéaire, la propriété
(T,p) 20, Vpele(), ¢ >0,

entraine que si v1, p2 € Ce (Q) sont telles que p1 > pa, alors nécessairement

<T7 901> - <T7 902> = <T’ Y1 — 902> > 0.
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On dit que Uapplication T est croissante sur C. ().
Soit K un compact de Q et soit § € D () une fonction plateau subordonnée au compact K donc
0<0<1surQetf=1 surun voisinage de K. Pour toute fonction ¢ € C. () a support dans K,

on a 6p = sur Q) d’ou

=0 () [|@lle() < 0(x) 0 (2) = p(z) <O (2) lpllLe(), Voe

Comme T est linéaire et croissante sur C. (Q2), on déduit

— |l oo () (T, 0) < AT, ) < ||l poe () (T 0),

avec (T,0) > 0 et ne dépendant pas de p. Cela signifie que

(T )] < (T, 0) |l o= (2)-

En posant Cx = max (1, (T, 9>) > 0, on obtient le résultat souhaité.

Solution 2.13. 1) Soit 1 < p < oo et (fn)n C LP(Q) qui converge vers f faiblement dans LP(Q2),
c’est-a-dire Vg € (LP(Q))/ = L1(Q) avec % + % =1,

lim Ag(fn—f)d:z:zo.

n—oo
Comme D(Q) C LY(Q) alors ’égalité précédente est vraie pour g € D(Q), ce qui signifie que

fn— f dans D'(Q).

Réciproquement soit f, = g 1[7; 1. Clairement (fn)n C LP(R), pour tout p tel que 1 < p < oo et
voir exercice 2.14

fn— 0 dans D'(R),

et comme § n’est pas une fonction, alors (fy,)n ne converge faiblement dans aucun LP(2), 1 < p < oo.
Ainsi la convergence au sens des distributions n’implique pas la convergence faible dans LP(S).

2) Soit 1 < p < oo et M >0 tel que
I fallr) < M, VneN.
a) Soit g € (LP(Q))I = L1(Q) avec % + % =1, posons

un:/gfndx, n € N.
Q
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Soit € > 0, comme q < oo, D(Q) est dense dans L1(2) donc il existe ¢ € D(Q) telle que

€
lg — ¢llLa) < 1M

Soient m,n € N, on écrit

tn =t = [ 9= fu)dw = [ (9= )(fa = Fu)do+ [ olFa = fu) do.

Comme la suite (fQ ofn dx) est convergente alors elle est de Cauchy : il existe donc ng € N* tel
que

‘/(p — fm) d$‘ <§ Vn,m > ng.

Ensuite d’apres Uinégalité de Hélder et 'inégalité triangulaire
| (9= @)= fm)da| < llg = ¢lza@lfa = Fulrie
< lg = @llzo) (I Fall o) + 1 fmllzoe)

<=, Vn,meN.

DN ™

Par conséquent

S
|un—um|<§+§=€, VYn,m > ng

ce qui signifie que la suite (uy)n est de Cauchy et donc convergente. Notons ug sa limite et définissons
Uapplication

L:ge L% Q) — uy €R.
La forme L est linéaire, montrons qu’elle est continue sur LY(Q2). Soit g € L1(2), comme
[un| < [lgllLa@)ll fallr@) < MllgllLe)y, Yn €N,
alors a la limite, on a aussi
lugl < M||gllza(0),
c’est-a-dire
IL(g)l < Mligllzan), Vg€ LYQ).
Ainsi L est continue sur L1(S2).
Remarque : On aurait pu déduire la continuité de L en utilisant un corollaire du théoréme de
Banach-Steinhaus.

On a donc L € (L1(Q)), par conséquent il existe une unique fonction f € LP(Q) telle que

:Afgdx, Vg € LI(Q).
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On a donc montré que
hm / fngdx —/ fgdx, Vg€ L1(Q),

ce qui signifie que la suite (f,)n converge faiblement dans LP(S2) vers f.

b) D’apres la question 1), puisque (fn)n converge faiblement dans LP () vers f alors (fn)n converge
vers [ (c’est-a-dire Ty la distribution associée a f) au sens des distributions. L unicité de la limite
dans D'(2) implique T = T.

3) Soit 1 < p < 0.

> Les conditions sont nécessaires :

On sait déja que la convergence faible dans LP()) implique la convergence au sens des distributions :
c’est le résultat de la question 1). De plus la convergence faible d’une suite (fn)n dans LP(Q2) implique

qu’elle est bornée dans LP(2), d’aprés un corollaire du théoréme de Banach-Steinhaus. En effet, soit
Ln:geE:Lq(Q)H/gfnda:, n €N,
Q

alors Ly, € E' et || Ln|lgr = || fallr()- Or pour tout g € E, la suite (Ln(g))n = (fQ 9fn da;) est
n
convergente donc

Sup||Ln |z = Supl|fallLr@) < o0

> Les conditions sont suffisantes : Nous l’avons montré dans la question 2).
> Contre-exzemple dans L'(Q) : Considérons la suite (fy,)n donnée dans la question 1). Elle converge

au sens des distributions et elle est bornée dans L'(R) puisque
n 1
fullir = [ 1f@lde =3 [ de=1, ¥n=1,
et pourtant elle ne converge pas faiblement dans L'(R).

Solution 2.14. 1) Chaque fonction f, € L (R) donc elle définit une distribution sur R et on a

(fnsp /fn dz, V¢ € D(R).

Soit ¢ € D(R) et soit ¢ une primitive de ¢, on a

1 -1
Gt = [ p@ =5 (6(0) - v(5D)
Au voisinage de l'infini, on peut écrire

o) =+ L@ +o(L). v(Z) = v - 2 ) +o(d).
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de sorte que

(frs0) =9 (0) +0(1) — ' (0) = (0) = (3,%).

n—o0

On conclut que

. _ /
nhﬁnrolo fn=0 dans D'(R).

On peut aussi écrire

) = 2 (0 () = 0(1)) = (en) = o (en).

11

avec ¢, €] — =, [ et on retrouve le résultat.

2) Pour tout n > 1, g, € L* (R) donc elle définit une distribution sur R et

(gn>®) :Agn(w)w(x) dr, V¢ € D(R).

Soit ¢ € D (R) et ¥ une primitive de @, on écrit

o) = [ e din [ o@) i
= n($(0) = () + 0 () = 6(0)) = (dn) ~ o (cn).

ol c, €]—1,0[ et d, €]0,1[. Comme Jim ¢ (cn) = Jim ¢ (dn) = (0), on déduit que nli&loo@m p) =

0 et donc
gn —> 0 dans D' (R).

n—-+00
3) hy, € L™ (R) donc hy, définit une distribution sur R. Soit ¢ € D (R), en utilisant une intégration
par parties, on écrit

1

(hn, ) = A{sin(nw)g&(x) dr = - A{cos (nx) ¢ (x) dx.

Par conséquent

1
(s o) < N @y 72 0,

n—-+o0o
donc

hy, — 0 dansD' (R).

n—+o00
4) Pour tout n > 1 et x € R*, | ky, (z)| < n donc k,, € L™ (R) et définit une distribution sur R. Soit
¢ € D(R)
) i '
)= [ B )t~ [y SO0 [ 801,
® R

X R X




D. Hamroun Exercices corrigés de Distributions 51

avec

/ sin (nz) :/ SME 4 . Wn e N*.

R Z R t
1

En appliquant lidentité g (1) —g (0) = / g (t)dt a la fonction g(t) = p(tz), on voit que la fonction
0

%Z)(x):‘p(x);w(o) :/()1<p'(m) dt

1
est dans C1(R*) et ¢/(z) = / tp” (tx) dt. De plus, en posant 1(0) = ¢'(0), on voit que 1 € C}(R)
0

1 1
et '(0) = ; te” (0) dt = 5(,0” (0). On notera également que
. . —(0)
mg:nl:lood)(x) - gcggloo T =0
1

En fait, on vérifie aisément que ¢ € C™ (R) et p*)(0) = ng(kﬂ) (0), Vk € N. Une intégration

par parties donne

1 1
|A§sin (nx) P (x) dz| = 5| A&cos (nz) ¢ (z)dz| < HHWHLl(R)-

x¢’ () — () 4+ ¢(0)

En effet ¢’ est continue sur R et pour x # 0, ¢'(z) = 5
T

¢ (0)

2

, donc au voisinage de

+o00, on a ¢ (z) = et est donc intégrable. Par conséquent

lim (kn, ¢) = mp(0), Vo € D(R),

n—oo

et donc

kn, — w5 dans D' (R).

n—-+o0o
5) 1, € L™ (R), ¥n € N*.
Soit ¢ € D (R), on écrit l,(x) = 5(1 — cos(2nz)), de sorte que

1 1

(lar) = 5(1,¢) = 5 [ cos(2na)y («) do,

et une intégration par parties donne

Acos(an)w (x)dx = ;—; Rsin (2nz) ¢’ (x) dx.

Comme |/ sin (2nz) ¢ (z) dz| < [|¢]| L1 (my, on déduit que
R

lim cos (2nx) ¢ (z)dx =0, Vo € D(R),

n—-+oo JR
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d’on

1
l, — 3 dans D' (R).

n——+oo
6) my, € L (R), Vn € N*.
Soit ¢ € D (R) et soit N € N* tel que Suppp C [-N, N], on a

[ee]
(M, ¢) Zan/ ¢(x)dr =0, ¥n> N,

donc

lim (my,,¢) =0, Vo € D(R),

n—-+4o0o
c’est-a-dire

m, — 0 dans D' (R).

n—-+00
7) rn € L (R), Vn € N*.

Soit ¢ € D(R), on utilise le changement de variable y = \/nx et on écrit

(rn, ) = \/ﬁée‘mz’@(w) dz = [Re_y%(\%) dy.

On a
lim e_yzgo(i) = e_y2<p (0), VyeR,

n—00 n

et
_2 Yy 2
(=) < llpllzeme™

donc d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue

Jim (ra.0) = 0(0) [ e dy = Vrp(0)

Ainsi

rn — /76 dans D' (R).

n—-+00
8) sn € L>®(R), ¥Yn € N*.

Soit ¢ € D (R), utilisons deux intégrations par parties successives pour écrire

(surg) =n [

= (0)—— AJFOO sin (nx) ¢" (z) dz.

+o0 +oo
sin(nz)y () de = ¢(0) + A cos (nz) ¢’ (z) dz

n

+o00
Comme |/ sin (nx) " () dz| < |l¢"|| L1 (r), on déduit que
0

lim (sn,p) = ¢ (0) = (0,¢), VpeD(R),

n—-+oo
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d’on

sy — O dans D' (R).

n—-+o0o

9) t, € L>®(R), Vn € N* d’ou pour toute fonction v € D (R)

1

(tn, @) = Aexp(inm)w (x)dx = “in Jn &P (inx) ¢’ (v) dz,

et on conclut comme ci-dessus que

lim (t,,¢) =0, Vo € D(R),

n—-+oo
c’est-a-dire

tn, — 0 dans D (R).

n—-+o0o

10) uy, € L (R), VYn € N* d’ou pour toute fonction ¢ € D (R)

(Un, @) :A{(cosfﬁ)n@ () dzx.

22

53

. T \n _ z \" \ Lo
_ < ’
Comme pour tout x € R, nhm (COS ) =e 2 et que |(COS \/ﬁ) | <1, alors d’apres le théoréme

n

de convergence dominée de Lebesgue

lim (u,¢) = [ T (@) do,
R

n—0o0

c’est-a-dire

»

x

=5 /
Un 2> €3 dans D' (R).

Solution 2.15. Pour n > 1, on voit que

(Ta, ¢) = (Vi cos (nz) ) = (cos (n2) Vi), Vo € DIR),

donc

1
T, = cos (nz) Vp— € D' (R), VYn>1,
x

1
car c’est le produit de la distribution Vp— par la fonction cos (nx) € C* (R).
x

Calculons Jim T, dans D'(R). Soit ¢ € D (R) et soit a > 0 tel que Supp C [—a,a]. Poure >0

petit, comme / de =0, on écrit
e<|z|<a X
|z|>e x e<|z|<a x

= / cos (nx) ¢ (x) dz,
e<|z|<a
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ot la fonction i est définie par

Clairement ¥ € C* (R) donc
() = [ cos(ne)u(@) da,

et a aide d’une intégration par parties, on vérifie comme dans l’exercice précédent, que

lim (T,,,¢) =0, Vo € D(R).

n—-+oo
Ainsi

T, — 0 dansD (R).

n—-+o0o

Solution 2.16. 1) Notons d’abord que pour tout € > 0, la fonction x +—

— est continue sur R,
X +1€

elle est donc localement intégrable sur R et définit une distribution sur R. Soit ¢ € D (R),

1

< —, >: so(x) dx:/ £p (%) dx —ie v (@) :
x +ie R T + i€ R 22 + €2 R 22 + £2

i) Soit a > 0 tel que Suppp C [—a,a]. On a

/ sy dr = /“ rlet) _90<0))d1‘ = [ fe() dz,
R —a

z? + &2 —a z? +e?

ol

z (¢ (x) —¢(0))
2 +e2

fe(z) =

M = f(z), pour tout x € R* et que |fz (z)| < |f(z)] pour tout € > 0

Comme lim f. (z) =
e—0

avec f € C([—a,a]) C L*(]—a,a[) (on a prolongé f par continuité en 0) alors, en vertu du théoréme

de convergence dominée de Lebesgue, on a

lim ’ fe(x) do = _a f(x)dx = ’ Md:ﬁ: <Vp%,gp>.

e—=0t J— —a X

ii) A laide du changement de variable © = ey, on écrit

/ ep () _/ oley) 4 _ [ eley),
R R

x2 4 ¢2 v e (1+y?) y= rR1+y2 Y

et on passe a la limite lorsque € — 0, en utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
0

En effet pour tout y € R, lim d (Ey; = 2 )2 t |('D 5y

e=01+y 1+y 1+y

1
y € R et puisque la fonction y — T est dans L*(R), alors on déduit que
Yy

1
g| < ngHLooW, pour tout € > 0 et tout

. ¢ (ey) dy
1 dy = ¢ (0 =n{s Vo € D (R).
Ry A ey A M)Rlﬂ/2 m(d,¢), Vo€ D(R)
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Des points i) et ii), on conclut que

1 1
lim p) = (Vp_ —ind,0), Vo e D(R),

=0+ T + e’
c’est-a-dire

. 1
lim -
e—=0t T +1¢€

1
= Vp; —ind dans D' (R).

2) De la méme maniére, on montre que

lim

1
— =Vp—+in§ dans D' (R).
es0t T — g T

_c
|x|1—€

€ B o) . [T p(=y) +o0 ()
<\xrl—€’¢>‘%1x\1—ed%% yi—e dy“f) e

En intégrant par parties, on obtient

3) Pour tout € €]0, 1], € L}, .(R) C D'(R) et pour ¢ € D(R), on a

€ oo oo oy
(o= ) =/ ¥ ' (—y) dy—/ 2% (z) dz.
|z| 0 0

i) Soit fo(x) = 2°¢/(x), >0, 0<e <1 et soit

( x| (z)| six>1,

g(x) =
i |/ ()] si0<az<l.

Alors g € LY(Ry), li%lJr fe(x) = ' (x) pour x > 0 et |f-(x)| < g(x) pourx >0 et 0<e<1. En
e—
utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on conclut que

+o0 oo
lim 2°¢/ () dx = / ¢'(x) dz = —p(0).

e—=0t Jo 0

ii) De la méme maniére

Par conséquent

de sorte que
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Solution 2.17. 1) Noter que S, = (—1)" 6™, n >0 et par définition, . S,, converge dans D' (R)
si et seulement si la série numérique Y (Sy, @) converge pour toute fonction ¢ € D (R).

Soit 0 € D (R) une fonction plateau telle que 8 = 1 au voisinage de 0. On considére la fonction
¢ (z) = €0 (), alors ¢ € D (R) et au voisinage de 0, p(x) = ¢® donc pour tout n € N, o™ (z) = &®
au voisinage de 0. Ainsi

(Spyp) =™ (0) =1, V¥neN.

Par conséquent, la série Yy (S, ) est divergente et on conclut que la série de distributions Y S, est

divergente dans D' (R).

2) Pour tout n € Z, la fonction T,, € L°(R) C D'(R) et on a pour tout ¢ € D (R)

(T, ) = cn/ em“go(w) dx.
R

a) Considérons d’abord le cas o k = 0 c’est-a-dire |c,| < 1, Vn € Z*. Apres deuz intégrations par
parties , on obtient

—1 2 oo inx, M
<Tna 90> =Cn < n > e (x) dx,
—00

pour tout n € Z* de sorte que
" 1 *
(T o) < Nl 5 VneZ7,

et comme la série Y —5 converge, on déduit que la série > (T, @) est absolument convergente et

nez* M nez
donc convergente.

b) Dans le cas général, on intégre par parties (k + 2) fois pour obtenir

o AN inz, (k+2) *
(Tm@:Cn( . > e (x)dx, VneZ*,
mn —o0

ce qui implique

k
n 1
[(Tn, @) < Aklg”@wﬁ)hl(m < l* | L1 gy 3 Vne zx,

et on déduit comme précédemment que la série Y (T, ) converge. En conclusion, la série ZT”
nez
est convergente dans D' (R).

1
Solution 2.18. 1) la fonction x — n'est pas localement intégrable sur R donc elle ne définit pas
x

une distribution sur R.
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Soit ¢ € D (R), soit a > 0 tel que Supp e C [—a,al, on a pour e > 0 petit

¢ (z) -~ p(2) =9(0) —a¢'(0)
/|a:|2€ do = lgmga d

2 2

dx dx
0 S0 / @
el )/ss:v|§a 2o 0 e<lz|]<a T

la derniére intégrale étant nulle, d’ou

¢ (x) p((0) ¢ (0)
/x|zs dr — 2 = nggaw (z)dx —2 ,

2 € a

—(0) —x¢ (0
ot on a posé Y (x) = p(z) =l 2) z¢ (0) st x # 0. La fonction v admet un prolongement par
x

o . ¢" (0)
continuité en 0 (il suffit de poser 1) (0) = 5 ) donc

lim [/x|>£ Md:zc - 2@(0)] = /a Y () doe — 2('0((10), (2.7)

0+ 2 € —a

1
et on conclut que la forme Pf — est bien définie sur D (R). La linéarité est évidente, vérifions la
x
continuité, a savoir que pour tout compact K C R, il existe une constante Cx > 0 et un entier
naturel my tels que
1 =k
k=0
Soit K un compact et a > 0 tel que K C [—a,a], pour toute fonction ¢ € Dg (R), on a d’aprés
(2.7)
1 2
|<Pfﬁ780>| < 2a[y)[| Lo (r) + EHWHL%(R)-

Maintenant pour tout x € R*, il existe un réel ¢, compris entre 0 et x tel que ¢ (x) = ¢ (0) +

2
x 1 , .
2" (0) + —¢" (cz) , done [|P]|Loo(m) < §||<,0"|]Loo(R), ce qui entraine que

2

1 2
(P o) < Cx 3 IeWliem, Vo €Dk ®),
k=0

1
avec Cxg = max(a, %) On déduit que P f— est une distribution sur R d’ordre inférieur ou égal a 2.
x
H
On procede de la méme maniére pour montrer que que Pf — est une distribution sur R d’ordre
x
inférieur ou égal a 2.

On peut en fait vérifier que ces deux distributions sont d’ordre 2 exactement.
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2) Soit n > 3, procédons comme dans le cas n = 2. Soit p € D (R), avec les notations ci-dessus, on

écrit pour € > 0 petit

n—1 L
xr k:)
p(z) = > ="M (0) e
/ o) o :/ iz M dx+21<p(’“) (0)/ dz
lz|>e X" e<|z|<a xn S e<|z|<a TR’

n—1 (k) n—1 (k)
¢ (0) dv o) (0) 1 1
> / ,;)C"”“k!(n ) (En—k—l - an_k_l)v

—k -
k=0 <Jz|<a " _

ot Cpr, =0 sin —k est impair et C, ), = 2 sinon. Ainsi

o)l A0 1
/x|>£ xn dw kzzo Cn,k k'(n — ]{j — 1) En—k’—]. =
n—1 (k)
_ ™ (0) 1
ASMS(L% (z) dx kgoCn,kk!(n_k_ Ty R

ot la fonction ¥, est définie par

n—1 L
o ()= X2 3™ (0) "
wn (1_) _ k:xon . siz 7& 0, wn(O) _ @ n'(0)7

de sorte que 1y, est continue sur R. On pose alors pour ¢ € D(R)

T ple) #™ (0) L
<f7yw@-'m“(ﬂ@a o= 3 o -y )

+ n
e—0 X =0

On procédera de la méme maniére pour définir Pf% et on vérifie que ces formes définissent des

distributions d’ordre n sur R.

1
Solution 2.19. 1) Les fonctions x — — et x +— ne sont pas localement intégrables sur RY

™ e

et donc ne définissent pas des distributions sur RN . En effet, voir Uexercice 1.11, W
je<1 |2

st et seulement st o < N.

2) a) > Soit p € D (RN) et soit R > 0 tel que Suppp C B (0, R). Pour € > 0 petit, on écrit

¢ (z) / ¢ (z) — ¢ (0) / da
dz = P =P dr+ (0 R
/x|2€ 2N T Jeciu<r ||V 7120 e<la|<r |z

On calcule la derniére intégrale en passant auzx coordonnées polaires : x = rw avec w € SN71 (la

sphere unité de RN ) et e < r < R,

dzx R pN-1
— =W ——dr=wny(InR —lne¢),
lgxlgR ||V NA i v )



D. Hamroun Exercices corrigés de Distributions 59

wy étant la mesure de SN=1. On a donc

/|x v (x) da:+wN<p(0)ln6:/ ¥ (2) de +wne (0)In R,

>e |a|™ e<|z|<R

ouw(x):W, r € RV \ {0}.

Soit x € RN, d’apres le théoréme des accrissements finis

o (x) = (0) | < IVl poo vy ],

de sorte que

[¥(2)| < IVellpo@yy —x—7, = €RY\{0}.

||

dx ,
Comme / —~—1 < 00, on déduit que
lz|<R |x|

lim Y (z)de = / Y (x) dx.
e=0F Je<|z|<R |lz[<R

1
Ainsi Uapplication wa est bien définie sur D(RY) et
x
1 — (0
<Pf N’SO>:/ 90(37) N(P(f) d$+WN<,0(O)1DR,
] <k |2l

pour toute fonction o € D(RN) & support dans B(0, R). Clairement cette forme est linéaire et avec

les motations ci-dessus, on a :

1 R pN-1
|<PfW790>| < WNHV(P”LOO(RN)A mdr—i—w]\/ In R| H‘PHLOO(RN)

< wy (IR )l ooy + RIVOl oo (ny) »

1
ce qui permet de conclure que P f—= est une distribution sur RY, d’ordre inférieur ou égal & 1.
x

> Montrons que Pf’x11\7+1 définit une distribution sur RN .
Soit p € D (RN> et soit R > 0 tel que Supp p C B (0, R), nous allons utiliser la formule de Taylor
de ¢ en 0, a l'ordre 1
2ol
o (@) = 0 (0) + 2 - Vip(0) + 2%_:2&! | a-vere )
Soit € > 0 petit, on écrit

¢ (z) / @ (x)
dx = dx = A: + B: + C.,
/|$|25 ‘x’N—‘rl £§|x\§R ’I"N+1 € € 5
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avec 1
i
A =00 / — dz,  B.=Vy(0 / T i
c #(0) <lz|<R |z[N T c #(0) <|z|<R \x]NH
C 1 z (/1(1—t)aa (tz) dt) da
| el Jecoizn o\ v '
Or

RpN— 11

A :gp(o)[q]v_l(l S dr)de = ¢ (Own (< - ).

L T
B zw(o)-/wfl(l vy T dr)d

— (InR —1Ine) Vep(0) / wdw = 0.

En effet sur SN71, la normale unitaire extérieure v coincide avec le rayon vecteur w et la formule

of . .
[8(0,1) ox; dr = [gN,l fridS (z),

d’intégration par parties

permet d’écrire

Maintenant pour |o| = 2, || < |z|?, alors

¢ 1 .
/93|<R‘|;E|N+1/0 (1 —1t) 0% (tx) dt‘d:c
1 1
00l / L / v
0%l (L Torv=rde) [, =9

1 1
210l ([ —rde) < ox.
1%l ( f o) <00

Par conséquent lim C. existe et est finie et de plus
e—0t

IA

IA

x® 1 o

a—>0
|\2

. 1 . . .
En passant aux coordonnées polaires, on trouve / Hﬁd:p = wnR, ce qui conduit & la majo-
|z|<R |

ration sutvante

<P||L°<> (RN
0] < wyr Y 1@

|af=2

Ainsi

El_i>r(1;1+(/ @ (@) dm—wN(p(O)):C_wN@

e<je|<R |z|V ! £
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1
donc Pf—<— est bien définie sur D (IR{N). Elle est clairement linéaire et d’aprés ce qui précede,
x

pour ¢ € D (RN) avec Suppe C B(0,R), on a

90||L°<> (RN
‘ ’N 17¢‘—HQPHL°°RN7+ RZ )
lor|=2

< Cr Y 10%¢| Lo,
lal<2

[(Pf—

1
ot Cr = wy max(R, donc Pf——— est une distribution sur RN d’ordre inférieur ou égal a 2.
T

)

b) Considérons le cas N = 1.

> Soit p € D(R), rappelons que

: p (x) ]
P =1 —=dx 0)1
I = e e One,
et ) ) ()
Pf— o) = Ii dz + 2 (0)1
{ Faper = lm /|x>5 o] 220 (O)ne
+o0
= lim z) dr +2¢(0)Ine
e—0*t
[ +OO — +oo
= lim / d +/ da:—i—2<p(0)ln5].
E‘)O"’_g
Comme
v
+o00o —
. p(=y) ] H v H
1 d 0)Ine| = (Pf =, ) = (Pf =, ),
6;%1+M , WreO)ne| =(Pfr0) = (Pf¢)

on déduit que

(Pimreh =PI +PI T.¢), Vo e D(R).

> Soit ¢ € D(R), on a

(Pf Q,QD)— lim - Sp(m)dx_épEO)

es0t | Ja>e 22 +<p’(0)ln£},

donc

(), ()

/
e=0t [Jo>e a2 o € + 9 (0)lne

ou P(x) = gvp(x) = p(—x). Comme ¢'(z) = —¢'(—x) alors

(Pf g,g@) = lim {AZE SO(ZB_Q:E)dx— goiO) —¢'(0) lns] .

)
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Ainsi Y
H H . ¢ (2) ¢ (—=) ¢ (0)
Pf—+Pf— =1 d dxr — 2
(Pf x2 +Pf :L'Q’SD> a8 [Ax 22 * /{pZe 2 7 €
: ¢ (z) ¢ (0) 1
=1 ——dr —2——=| = {(Pf—=, ).
6_1>%1+ |:/ac|2€ 72 €T - < / |IL‘|27<70>
En conclusion, on a
1 H H 1 H H
Pf—=Pf—+Pf—, Pf—=Pf—5+Pf—.

Solution 2.20. Soit K =w, K est un compact contenu dans Q, donc il existe Cx >0 et mg € N

tels que

(T, o) < Cx D 110%0llee(x), Vo € Dr(Q).

|| <m g

Notons S =T, comme D(w) C Dk(2) alors pour ¢ € D(w), on a

(S, o) =T, o)l <Ck Y 1107l Loo (),

lo| <mpe

ce qui signifie que S est une distribution d’ordre inférieur ou égal & my sur w.

Solution 2.21. Nous allons montrer que

lim T(x+h)—T(x)

=T D'(R).
B0 h dans D'(R)

Soit ¢ € D(R), on écrit

<T(x+h})L—T(x)’(p>_ (T ),

\ _pl@—h)—¢(z)
ot Yp(z) = 3

Soit a > 0 tel que Supp ¢ C [—a,a]. Alors Supp iy, C Supp e(.—h)USuppe C [h — a,h + a]U[—a, d]

. Montrons que ¥, — —¢' dans D (R).
h—0

alors

Suppp, C [-a—1,a+1], Vhe]—1,1].

Montrons maintenant que pour tout k € N,

(k) N E) (k1)
wh }:6 (QO ) = —p ’

uniformément sur R. Soit k € N, z,h € R et soit g(t) = ¥ (x — th) pourt € R. On a

o (@~ 1)~ o () = 9(1) ~ 9(0) = [ ()t = —h [ 4 (&~ th)
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donc

k
U @)+ @) == [ @ b e+ o ()
_ / P+ ( oD (¢ th)) dt.
En utilisant le théoréme des accroissements finis, on obtient pour x,h € R
(h+1) (h+2) ! o] e42)
[0 @)+ ¢**) @) < Bl S oy [t = T 105 ey,
d’ou le résultat. Ainsi iy = —¢'  dans D (R) et comme T est continue sur D(R), alors
—
}ILIL% <T7 ¢h> = <T7 _901> = <T/7 S0>7 VQO €D (R) .

Solution 2.22. Soit f € C* (R).
1) Calculons f¢ et f&'. Soit p € D (R)

(f,0) = (0, fp) = f(0) ¢ (0) = £(0) (4, »),

d’on

De méme pour toute fonction ¢ € D (R)
(o' 0) =18, fo) ==, (fo)) == (f¥) (0)
= (Fo+£¢) (0) = =F (0) (8,0) + £ (0) (7', ).

Par conséquent

f&'=—f(0)6+ f(0)8 dans D' (R).
On peut aussi écrire, en utilisant ce qui précéde
fo" = (f6) — f'o = (£(0)5)" — f(0)s,

et retrouver le résultat.

2) Calculons 6" pour k € N*. Soit ¢ € D (R), en utilisant la formule de Leibnitz, on écrit
(Jo0,0) = (=16, (1)) = (~D)" 2 €Lt )6 (0)
k k . o .
DY CLrE(0) (6,01)
=0

= Xk: (=D 0 (0) (61, ),

=0
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donc

k
FOR) =376 ou Gy, = (1) CL R (0), i=1,2,- k.
=0
Solution 2.23. 1) (sinz)lp\g@ = sinz p. p. sur R et définit donc une distribution sur R dont la

dérivée (au sens classique et donc au sens des distributions) est cosx. Ainsi
!/
((sin x) 1R\Q) =cosx dans D' (R).

> La fonction sgn(x) est définie par sgn(x) =1 si x > 0 et sgn(x) = —1 si x < 0. Elle est bornée
sur R donc elle définit une distribution sur R. Comme elle est C' par morceauz sur R, avec une
discontinuité en 0 de premiére espéce, on peut la dériver en appliquant la formule des sauts. La

fonction étant constante par morceaux, on a (au sens des fonctions)
/
(sgn(x)) =0, surR",
avec le saut en 0 qui vaut 1 — (—1) = 2, on obtient
/
(sgn(x)) =26 dans D'(R).

> La fonction |x| = xsgn(x) définit une distribution sur R et on a

/ /

|z|" = (wsgn(:n)) = sgn(x) + x(sgn(:ﬂ)) = sgn(z) + 226 = sgn(z) dans D'(R)

car x6 = 08 = 0. On peut aussi appliquer la formule des sauts directement pour calculer la dérivée de
|z|. En notant que la fonction est dans C'(R*) NC(R), sa dérivée au sens des distributions coincide
avec sa dérivée au sens des fonctions.

> La fonction f(z) = sgn(x)e™1®l est définie par f(x) = e six > 0 et f(x) = —e® six < 0.
Elle est bornée sur R (|f(z)] < 1, x € R*) donc elle définit une distribution sur R. Comme elle
est Ct par morceaux sur R, avec une discontinuité en 0 de premiére espéce, on peut la dériver en
—x

appliquant la formule des sauts. Sa dérivée au sens des fonctions est donnée par f'(x) = —e™% si

x>0et f'(x) =—€® six <0 cest-a-dire f' = —e~1*lon obtient au sens des distributions
fr=—e "+ [fl0)6 = —e7V + 26,

car [floy=1-(-1) =2.

> Soit f(x) =In|x|. La fonction f est localement intégrable sur R donc elle définit une distribution

sur R et on a

(f.0)= [ mlelo () dr, Vo e D®R).
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Soit ¢ € D (R)

(f0) = ~(f.¢) = = [ mlalf @ dw=Jim [ Infal ! (z) o

e—0+ J]z|>e

En intégrant par parties, on obtient pour € > 0

+oo +oo
/ Inz¢ (x)de = —/ Md:v —¢(e)lne,
5 5 i
—€ —€
In(—xz)¢ (x)dr = — L4 (x)d:l: + ¢ (—¢)Ine,
—00 —oc0 I

donc

_ /a:|>€ In|z| ¢’ (z) dz = /|z>6 p(2) +Ine(p(e) —p(—¢)).

x
On sait que

1
lim Mdm =(Vp ;,cp),

e—0t ‘x|25 X

et d’apres le théoréme des accroissements finis
(p(e) —p(—¢))lne =2elney (c.) ot c. €]—¢,¢],

t lim elne =0 et lim ¢ = l
et comme lim elne Oe lim ¢ (ce) = ¢’ (0), alors

1
(foe)=(Vp_.9), Ve eD(R),
ce qui signifie que
1
(In|z)) =Vp~  dans D' (R).
x
> Soit la fonction g(z) = H (z)In|z|. g € L}, .(R), elle définit une distribution sur R. Calculons sa

dérivée au sens des distributions. Soit p € D (R)

(o) =—lgg) == [ nlalf (2)da

= — lim Inz ¢ (z)dz

e—0t >

= lim (/;roo SO(w)ala:-1-90(5)1115).

e—0t X

Ine ¢ () =Ilne (¢ (0) +e¢’ (0) + 0 (e)),
d’ot

(¢, ) = lim [A—Foo (pix)d:n +Inegp (O)] + lim 51115(@’ (0) + 0(1)).

e—0t e—0t
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La premiére limite est finie et la deuzieme est nulle, on obtient donc

(o, @) = (Pf ), Vo e D(®),

d’ou

(H (z)In|z|) = Pfg dans D' (R).

1
> Soit T = Vp —, pour toute fonction ¢ € D (R), on a
T

(T, ) = —(T,¢') = — lim ¢’ (z)

e—0t ‘a}lzg X

dz.

Apres une intégration par parties, on obtient

(T', ) = — lim (/|$>E SO(x)da: - é(g& () —Hp(—e)).

e—0t 2
Comme
p(e)  =¢(0)+ep’(0) +oe),
@ (—¢) =¢(0) —ep’(0) + o(e),
alors
d’ot

1 1

Vp—) = —-Pf—  dans D' (R).

(Vo) =—Pf—  dans D' (R)
> En procédant de la méme maniére, on montre que

1y’ 1 H\’ H ,
(Pfﬁ) = -2Pf, (Pf?) = 2P/ dansD'(R).
> Considérons la fonction partie entiére E définie par
Ve eR, E(z)=k,

ot k est l'unique entier relatif tel que k < x < k+1. La fonction E est C' par morceaur sur R, ses

points de discontinuités xp = k, k € Z sont de premiére espéce. De plus, au sens des fonctions
E'(z)=0, VzxeR\Z.

On calcule alors la dérivée de E au sens des distributions, en appliquant la formule des sauts, ce

qut donne

E'=0+)[E];d,
kez
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ou pour k € Z, [E], = IIHIICE( x) — hH]lcE (x) =k—(k—1)=1. Ainsi

=Y 6 dans D' (R).
keZ
> Considérons la fonction 27~ périodique définie par f(z) =z, —7 < x < 7.
f est bornée sur R donc elle définit une distribution sur R. De plus f est C' par morceauz avec des

discontinuité de premiére espéce auz points (2k + 1)w, k € Z et en ces points, le saut est donné par
[flktiye = -7 —m = —2m, Vk€Z.
La dérivée de f au sens des fonctions est donnée par
fl'(@)=1, VzxeR\{(2k+1)r, keZ}.
En appliquant la formule des sauts, on obtient

fl=1- 27725(2k+1)7r dans D' (R).
keZ

n

m—H(x) ,n € N. Notons que T,, =

2) Déterminons les dérivées successives de la distribution T,, = '
n!

n

fnH ot fr (x) = x—' La fonction f, € C(R) et sa dérivée est donnée par fn—1, n > 1. Comme
n!
To = H alors T, = H' = § et pour n € N*

= (an), = fq{LH+an, = fnle‘an( )5 = n 1,

car fn(0) =0 et go = g(0)d pour une fonction g € C*°(R). De proche en proche, on obtient
xn—k

(
k) :{' (n—k)!

H(z)=T, si0<k<n,

'\ §(k—n—1) stk>n-+1.

Solution 2.24. 1) f € L*(R?) C Lloc( 2), donc f définit une distribution sur R%. Calculons au

sens des distributions, ses dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a 2. Soit p € D (]Rz)

of

(559 = /f xy)dxdy

/AM i [~ )

= (Oydy—/sowydl

—0o0
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cette derniére intégrale étant une intégrale curviligne le long de la droite T de R? définie par T' =

{(0,y), y € R}. Ainsi

0
8—£ =0r dans D'(R?),
ot Or est la distribution simple couche portée par I'. De la méme maniére, on obtient
0
of =0 dans D'(R?),
dy

et par conséquent

0*f of 0%f of
= dans D'(R?).
91y ax(ay) O 52 a5, (8y> 0 dans DIR)
92
O°f 0 (0f 2
Il reste a calculer 92— D2 (833) On a pour ¢ € D(R?)
0% f L 0f 0p, +o0 B 0y
(Ga29) =50 5,0 = . Oz (0,y)dy = — F%(%Z/)dl-
Soit v = (1,0) la normale unitaire a I'. Alors
o*f ¢
<@74P> " ov (z,y)dl,
. O Ay g o 0
ot —— = Vg - v est la dérivée normale de ¢, donc —5 est la distribution double couche —(ér),
ov x? ov
on écrit
0*f _ 90 (R2

2éme méthode. On va appliquer la formule des sauts. La fonction f est de classe C par morceaus
sur R? et présente des discontinuités de premicre espéce sur I = 0Q o Q = R* x R alors avec la
notation T, qui désigne la distribution associée a la fonction g € L} (R?) et v = (v1,12) = (1,0)
qui désigne la normale unitaire sortante a I', on obtient

oty

o T@f + [flp v1ér = or,

0 0
car au sens des fonctions, a—f =0 p.p. dans R? de sorte que Toy = 0. De méme a—f =0 p.p. dans
X oz y

R2 donc

oT
ayf Taf + [f]l“ voor = 0.
Ainsi
of _ of _ (R2
5 or, 9y 0 dans D'(R?).

Par définition

(o 00), ) == [ 2 @ y)dl, Vo eDER?),
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donc
0 B Oy _ [ 9 _,0f Oy

<8I/ (5F)7S0>_ FaIE (I7y)dl - Ra.ﬁl? (Ovy)dy_ <ax ax>7

de sorte que
0 o0 f 9
<$(5F)7 > <8 27(10> VSOGD(R )7
donc
*f 0 (2

Remarque :(Voir Chapitre 3) On notera que f = H ® 1, c’est-a-dire f(x,y) = H (x).1(y). Par
conséquent

of =H®l=0®1, 8—f:lT{(X)l’:I-I(X)O:O dans D'(R?).

Oz oy

On rappelle que pour ¢ € D (RQ)

6®1,0) = (8), (1 (1), 0)) = (1(¥), (6 2)) = (1 () , (0, 1)) = A¢(0,y)dy

2) Clairement T est bien définie sur D(R?). Montrons que T définit une distribution sur R2.
Premiére méthode. Soit A la droite de R? définie par A = {(z,z),x € R}. Alors

/gp:zydl /cp \dm—\f/cpa:x x,

ot v (x) = (z,x),z € R. Par conséquent

1

T.p) = = [ plan)dl = 2= (6a.¢). Vo € D(E?),

et donc

1
T = —— 6 € D'(R?).
75 0 (R7)

Deuxiéme méthode. T est linéaire sur D (RQ). Soit K un compact de R? et soit a > 0 tel que

K C [~a,a)? alors pour tout ¢ € D (R?), on a

(T, o)| < 2all¢|| oo r2)-

Par conséquent T est continue sur D(R?) et définit une distribution d’ordre 0 sur R?, c’est donc

une mesure de Radon. Calculons maintenant la distribution S = % ZZ
Soit ¢ € D (R?)
or orT Op  Oyp <6<p 84,0)
pumm— = — T — — _— — — .
(S,9) = (5 + ay,@ {5+ ay> / 5 T By ) (&) de
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Posons g () = ¢ (x,x), v €R alors g € CL(R) et

g @)= (Fo+50) o).

Ainsi
' +o0 +oo 9
(S,¢) == [ ¢ @ de = —g@)| = —p(@a)| =0 VpeD (),
et on conclut que
or orT
=t = D'(R?).
S by + By 0  dans D'(R*)

Solution 2.25. > Soit T,, = n((ﬁ - 5;1), n € N*. Pour ¢ € D(R) et n € N*, on a d’aprés le

théoréme des accroissements finis

ol Cpn € ]—%, %[ Donc

lim (T,,p) = lim 2¢'(¢,) =2¢' (0) =2 <5, cp’> =-2 <5/, <p>

n—-+00 n—-+00
et on conclut que

lim 7, = —25' dans D' (R).

n—-+o0o
> Soit T, =n(d —d1)" =S, ne N* o0 S, =n(d —d1). Soit ¢ € D(R)

1

(Sn,p) =n(d —d1,) =n ((0) - w(g)) =n (=—)¢(cn)

ot ¢, €]0, L[, Par conséquent

lim (S, ) = —¢'(0) = —{(5,¢") = (&, ).

n—-+o00o
Ainsi

lim S, =¢ dans D' (R),

n——+o0o

ce qui entraine que

lim T, = ( lim Sn)” =60 dans D' (R).

n—-+00 n—-+o0o

> Soit T, = n?(61 +6-1 —25), n € N*. Soit ¢ € D(R)

1

n

—1

(L) =1 ((=) + (=) = 20(0)) = ¢"(0) + (1),

car
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Par conséquent

lim (T, ) = " (0) = (3,¢") = (8", ),

n—-+oo
et donc

lim 7, =6" dans D' (R).

n—+400

> Soit T, =n3 (01 —0-1 4+ 28'), n € N*. Pour ¢ € D(R)

n n n
On écrit ) ) . .
90(5) = »(0) + ESO/(O) + W‘P”(O) + @80(3)(0) + 0(73)7
-1 1 1 1 1
90(7) = ¢(0) — g@l( )+ W‘P”@) - @w(:s)(o) + 0(*3)7
donc
1
(T 0) = 56¥(0) + o(1)
A la limite, on obtient
. 1 1

c’est-a-dire

lim T, = —é5<3> dans D' (R).

n—-+o00

Solution 2.26. Pour le calcul des primitives dans D'(R) des distributions données, nous aurons
besoin du résultat suivant démontré dans Uexercice 2.4 : Soit o € D(R) telle que [g o (x)dx = 1.

Alors pour toute fonction ¢ € D (R), il existe une unique fonction ¥ € D (R) telle que
=Xpo+1, ouA= A{w(w)dmz (1, ).
Avec cette décomposition si S € D' (R), on détermine une primitive Ty de S en posant
(To, ) = = (S,¢), Ve € D(R).
Les primitives de S dans D'(R) sont alors données par
T=Ty+C, CeR

Appliquons ce qui précéde aux différentes distributions données, en gardant les mémes notations,

pour éviter toute répétition.
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> Soit S =9, pour ¢ € D(R) on a
+oo

Toe) =—60) == = [ v@de= [ (o-rg0)@)da

0

:A+°°<p(x)dx—AA+oosoo(x)dx
::Aé}{(m)¢(x)dx-—,Xﬁéf{(m)wo(w)dw

= <H7g0> - A<1¥7g00> = <H’SO> - CO (17§0> )
ot Cy = (H, o). Par conséquent Ty = H — Cy et les primitives de § sont T = Ty + cste, c’est-a-dire
T=H+C, CeR.

> Soit S = H, pour ¢ € D(R) on a
+o0o

Toe) =—(80) =—(H )=~ [ p@do=—a@)| + [ atf (@)ds

0

:AJrooxw'(x)da::[foox(@—)\ﬁpo) (x) dw
:A$H(x)¢(x)dx—AémH(x)wo(x)dw

= <$H7<10> - )\<33H,§00> = <CL‘H, ()0> - CO <1)90>7
ot Cy = (xH, o), dou Ty =xH — Cy et donc T =xH +C, CeR.

> Soit S = xH. On calcule ses primitives T' comme précédemment et on trouve

.’ﬁQ

1
> Soit S =Vp—, pour p € D(R) on a
T

(To.0) = —(S0) = ~(Vp )= —tim [ YWy

e—0t |x‘25 X

= — lim (lnxw(aﬁ)[w + In(—2) Q/J(x)[; - /IacIZs In |x’w’(a})d$)

e—0t

e—0t

= lim (e (9(e) — (=) + [ Wnlal(e ~ Apo)(w)da)

= lim (261116 Y (ce) -l—/| In |z|p(x)dx — A ln\az|ap0(x)da:),
z|>e

e—0t |x|>e

ol —e < ¢z < €. Par conséquent, en posant Coy = / In|z| o (z) dz, on voit que
R
(To, p) = A%ln\xl ¢ (z)dz —ACo = (In|z|, ) — Co (1, ¢).

Ainsi Ty = In|z| — Cp et donc T =1In|z|+ C, C € R.
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Solution 2.27. 1) Soit 8 € D (R) telle que 8 = 1 sur un voisinage de 0. Montrons que toute fonction

¢ € D(R) se décompose de maniére unique sous la forme

= (0)8+ z1, (2.8)

ot v € D(R). On posera alors = L (p). Notons que ’égalité (2.8) entraine nécessairement que

Y(z) = . st x # 0.
De plus, comme au voisinage de 0, sauf en 0, on a ¥(zx) = M alors lig{l] P (x) = ¢ (0),
donc v est définie par
(@ -0
v (@) =] v
L ¥ (0) sinon.

Clairement pour ¢ € D(R), ¢ € C* (R*) et au voisinage de 0

1
o e
o) = 2020 _ - ['e war,
X T 0
donc ¢ est de classe C*° au voisinage de 0 avec
1
¢“ﬂ(x)::/°tk¢“*4>@x)du Vk € N. (2.9)

0

De plus Supptp C Supp U Supp @, on conclut que Suppi) est borné et donc ¢ € D (R).

2) Soit T € D'(R) solution de l’équation xT = 0, on utilise la décomposition (2.8) pour toute
fonction ¢ € D (R) et on écrit

(Typ) =(T,0(0)0+2¢) = ¢ (0)(T,0) + (T, x1))

=@ (0)(T,0) + (2T, ¢) = Cp (0) = C (6,9) ,
ot la constante C' est donnée par C = (T,0). Par conséquent T = C9. Réciproquement pour toute
constante C' € R, C§ wvérifie 'équation xT = 0 donc les seules solutions de cette équation dans
D'(R) sont
T=0C9 CCeR.

Soit S € D' (R), considérons l’équation 2T = S. Si Ty € D' (R) est une solution particuliére de cette
équation alors clairement pour tout C' € R, Ty + C§ est une solution de I’équation et réciproquement

x (T —Ty) =0 et de ce qui précede, on déduit que T — Ty = C, C € R, c’est-a-dire

T=Ty+Cs CecR.
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3) Nous allons vérifier qu’une solution particuliere Ty de ’équation xT = S est obtenue en posant
pour ¢ € D(R)
<T0790> = <Sv W )

ot ) est donnée par la décomposition (2.8). Comme application
L:peD(R)— 19 € D(R)

est linéaire alors Ty = S o L et Ty est linéaire sur D (R). Vérifions la continuité de Ty.
Soit K un compact de R, on cherche mg € N et Cx > 0 tels que
my
(To, )| < Ci kZO ™l L@y, Ve € D (R).
Soit K' = KU Supp®, S étant continue sur D (R), il existe m' € N et C' > 0 dépendant du compact
K' donc de K tels que

(S, < C" S 160 ooy, Vo € D (R).
=1

Soit ¢ € Dk (R) alors ¥ = L(p) € Dg+ (R) donc

(To, )| = [(S, )] < CY 49 oo my-
=1

Nous allons estimer |1 en fonction des normes L™ des dérivées de . Pour tout = € R, on
écrit
p(x) = p(0)8(x) = () = (0) + ¢(0)(6(0) — 0(z))

1 1
= x/ o (tz)dt — w(O)x/ 0 (tz)dt.
0 0
Par conséquent
1 1
U(@) = [ )t —p(0) [ 0,
0 0
et pour tout [ € N

1 1
O (z) = / oD (t2)dt — (0) / 00+ (1) dt,
0 0

ce qui permet d’obtenir la majoration suivante

14O ooy < Crlll“ V| Loy + 10D | ooy 11l Lo )
ou Cy = [Jt'dt = ZJ%I <1, 1€ N. On conclut que

m/+1
(To, o)l < Cie Y o™ I pory, Voo € Di(R),
k=0



D. Hamroun Exercices corrigés de Distributions 75

m/
ou Cx = C' max(1, ZZOHQ(ZH)HLOO(R)). Ainsi Ty est continue sur D(R) donc Ty € D' (R).

Montrons maintenant que Ty = S. Soit ¢ € D(R)
(2To, ) = (To, vp) = (S, L(xp)),
ot L(zp) est l'unique fonction de D(R) vérifiant I’égalité
zo = (z¢)(0)0 + xL(zp) = zL(xp).
Alors clairement L(xp) = ¢ et donc

(xTo, ) = (S, ¥),

d’ot la conclusion.

4) Nous allons appliquer la méthode décrite précédemment pour résoudre I’équation xT = S pour les

différentes valeurs de S données.

> Soit S = 1. Les solutions de l’équation xT = 1 sont de la forme T = Ty + Co, C € R ou Ty est

une solution particuliére de [’équation que l’on calcule en posant pour ¢ € D(R)

<T07()0> = <S? ¢> - <1,¢>7
ot Y = L(p) est l'unique fonction de D(R) vérifiant ¢ = ¢(0)0 + 2t (voir (2.8)). On a donc

Ty, ) :A{w(@d:ﬂzés@(@—i(o)@(@ .

= </|x25 SKD;H«“)dx —@ /xIZa Hff)d:o

= (Vb 0) =0 (0) VD, 0) = (Vb .0) — Co (3,9).

1 1
ot Co = (Vp—,0). Par conséquent To = Vp— — Cod et la solution générale de [’équation est
x x
1
T=Vp—+4+0C§ CeR.
x

> Soit S = 9. Avec les notations ci-dessus, on détermine une solution particuliére Ty de ’équation

en posant pour ¢ € D(R)
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Donc Ty = —0&' et la solution générale de I’équation est donnée par

T=-0+05 CeR.
> Pour résoudre ’équation xT = &', on pose pour ¢ € D(R)

(To, ) = (0", 9) = —(8,4") = —¢/(0).

Or (voir (2.9)) )
v0) = [t 0)dt = 350,

donc Ty = — 36" et la solution générale de I’équation est
1 1!
T:—§5 +Co, CeR

1
> Pour résoudre [’équation T = Vp —, on pose pour p € D(R)
x

¥(z) p(z) — p(0)0()

To.e) = <Vp%’¢> - ;lg(l) o[> T do = el—iglJr |z|>e x? ’
g ( /|zza Spg)dx —e0) f, ea(c?dx)
= lim, ( /|z28 SDQE;;)dx - 290550) + 290;0) o) [ 99(;)013:)
= Jm ( /|x>g SOS)dx a 2(50)) —l0) lim, ( /x|>5 (git?dw B 29(50))

= (Pf 5. ¢) ~ 9(O)(Pf —5.6) = (Pf — — Codoi),

ou Cy = (Pf 1%,9>. On déduit que Ty = me% — Cyo est une solution particuliere, la solution
générale étant donnée par

T:Pf%—k(?é, CeR.

> De la méme maniére, on montre que la solution générale de ’équation T = Pf m% est donnée

par

1

Remarque : Soit f = zg ot g € C*® (R) et ne s’annule nulle part sur R de sorte que la fonction
1 1
— € C™®(R). Alors l’équation fT =S dans D' (R) est équivalente a l’équation T = —S.
g g
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Solution 2.28. Soit S € D' (R), on consideére l’équation 2" T = S, n € N, n > 2, le casn = 1
ayant €été étudié dans [’exercice précédent.

1) Montrons que

Yo € D(R),3 = L () € D(R); @:egj%wﬂwm+ﬂw. (2.10)

n—1 Lk n 1
= SN Y x / 1 — "L, (4 dt
p(x) ];)k!w O+ Gy fy @07 ™ () d,
donc v est nécessairement donnée par
( 1 n—1 2k
i 7(90 (z) — 9(39)2 Tl k) (0)) six #0,
o -{ =X
1 1 ! n—1_ _(n) (p(n) (O) .
I\ m A (1—=t)""" '™ (0)dt = o sinomn .

On déduit facilement que ¥ € C*°(R) et au voisinage de 0

1
VP = (nl 1! / (1= )" " "0 () dt, k€N,
EENA
donc
(n+k) (0 1 k!
(k) _¢<)/ Loty — R

De plus, comme Supp1) C Supp e U Suppb, on conclut que Suppi)p est borné et donc 1 € D (R).

Remarque : On calcule les intégrales I} = fol (1 —t)"tkdt, k,n € N par récurrence sur n, de la

1
maniére suivante. On voit facilement que I,g = P pour k € N et une intégration par parties
n
montre que I} = el I,?J:ll, k € N,n > 1. Ainsi par récurrence, on obtient

. onlk nlk!

S LA (S L L —
P k+n) FT T (R n+1)!
2) Soit T € D'(R) une solution de l’équation x™T = 0 alors pour tout ¢ € D(R), on a en utilisant

la décomposition (2.10) de ¢

n=l (k)
o) = 3 E O ooy 4 (7,07,
par k!
et comme (T, z™p) = (2"T,v¢) = 0, alors
S P0) _ = (T2t

(T.¢) = (T,2"0) o :Z(—1)kT<5(k),¢>,

k=0 ’ k=0
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d’on
_1)k
k!

n—1
T= Zaké(k) avec ap = ( (T, xk9>, k=0,1,....n—1.
k=0

n—1

Réciproquement toute distribution de la forme Y. C6%, Cy, € R, est une solution de l’équation 2T =
k=0

0 dans D'(R). On déduit comme dans l'exercice précédent que la solution générale de l’équation

™' = S est de la forme

n—1
T:T0+ZCk5(k), Ci € R,
k=0

Ty étant une solution particuliére.

3) Pour le calcul d’une solution particuliére Ty, on utilise la décomposition 2.10) et on pose pour
¢ € D(R), (To, p) = (S,¢). On vérifie comme dans Uexercice précédent que Ty est bien une distri-

bution sur R qui vérifie [’équation x™T = S.

4) > Soit S =6, avec les notations précédentes, on pose pour ¢ € D(R)

(o) = (5,) = 9 (0) = 2@ — EV 5y

n! n!

_1)”

n!

d’ou Ty = ( 8" La solution générale de Uéquation z"T = & est donc

-1 n n—1
7= ,) 8™+ 3 Cpo®), oy e R
n: =0

> De méme, on montre que la solution générale de l’équation ™1 =1 est

n—1

1
T=Pf—+ > C™, Oy eR.
k=0

Solution 2.29. 1) Soit a résoudre dans D'(R), l’équation (x —a)T = S, a € R*.

En s’inspirant de [’exercice 2.27, on wvoit que la solution générale est la somme d’une solution
particuliere Ty et de la solution générale de l’équation homogéne (x — a)T = 0. Pour résoudre cette
derniére, on introduit une fonction 6 € D (R) telle que 8 = 1 sur un voisinage de a. On montre

alors que

Vo e DR), Y eDR); p=¢(a)d+ (x—a)r. (2.11)

1 est nécessairement donnée par

P(x) = p@) = p(a)8(x) siz#a et Pla)=¢(a), (2.12)

r—a
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et st (x —a)T =0 alors

(T, ) = ¢ (a)(T,0) + ((x = a) T, ¢) = Co (0a; ) ,

ou Cy = (T, 0), donc T = Cobg. Réciproquement si T = Cd,, C € R alors (x —a)T = 0. Ainsi la

solution générale de l’équation homogéne (x —a)T =0 est
T =0, CeR.

Ensuite on détermine une solution particuliére Ty de ’équation avec second membre S en posant :

<TO7S0> = <S7¢>;

ot ) est définie par (2.12).
> Soit S = &, la solution générale de l’équation (x —a)T = & est de la forme T = Ty + Co,,

C € R, Ty étant une solution particuliére de I’équation qu’on détermine en posant pour ¢ € D(R)

(To, p) = (p, ) =¥ (D).

Nous distinguons deux cas :

© Sib=a alors ¢ (b) = ¢’ (a) donc

(To, ¢) = = (8 ) -

Par conséquent Ty = —0., et
T =-6,+Cs, CEeR.

P (b) —¢(a)b(b)
b—a

© Sib#a alors ¥ (b) = d’ou

1

<T07§0> = b7<5ba (70> - CO<60«7(10>7
—a

1

—a

5(, - 00611 et

1
ot Cy = m((sa, ). Par conséquent Tp = 2

1
T = op +Cé,, CeR.
b—a

> Soit S = 0,. Comme précédemment, on détermine une solution particuliére de I’équation (x — a) T =
d, en posant pour ¢ € D(R)
(To, @) = (8, 00) = ¢/ (b)-
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o Sib=a alors ¢'(a) = 1¢"(a) donc

<T0’ 90> = 7% <6£L/7 90> .

Par conséquent Ty = — 300, et

T = —%5;'+05a, CcR.

© Si b # a, pour simplifier, on choisit dans la décomposition (2.11) 0 € D (R) telle que 0 = 1 sur

un voisinage de a et = 0 sur un voisinage de b. On a alors

_ ') e
b—a (b—a)?

d’on

(T 9) = 5= 00 0) + oy (O

1 1
Par conséquent Ty = 2 5+ C )251; et
—a —a
T— L g+ L 54C5., CeR
T b—a’ (b—a)2 "’ @ )

2) Soit léquation (x — a) (x —b) T = S. On distingue deux cas :

o Sib = a, Uéquation devient (x — a)? T = S. Pour la résoudre, on considére une fonction 6 € D (R)

telle que 0 = 1 sur un voisinage de a et on utilise la décomposition suivante
Vo e D(R), 3 €D(R); ¢ =(p(a) +¢ () (z—a))f + (z —a)* .

En s’inspirant des résultats de ’exercice 2.28, on montre que

> 51 .S =0 alors la solution de [’équation est
T:Cléa+(}25(’l, C1,Cy € R.
> Si S =1, on obtient une solution particuliére en posant pour ¢ € D(R)

{To, ) = (1,4) -

On peut aussi vérifier que P f est solution et donc la solution générale de l’équation est

b
(z —a)?

1
I ERY) + 015a + 025(/p Cl; 02 cR.

T:Pf(x—a)
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© Si b # a, on peut procéder de deuxr maniéres :

i) On pose (x —a)T =Ty donc

i{ (x—=b)T1 =S
(x—a)(x—b)TzS(z){ ot
L (x—a)T =T;.

On résout d’abord l’équation (x —b) Ty = S puis l’équation (x —a)T = Ty. Ainsi pour S = 0, les

calculs faits dans 1) montrent que Ty = C10p, C1 € R puis
T = Ci0p + Cod,, C1,C5 €R.

1
Pour S =1, on obtient T = Vpib + C16p, C1 € R puis
a:‘ p—

1 1
~Vp——) +Cidy + C2dy, C1,C2 R
—b T—a

1

T:b—a(Vpx

ii) On considére deux fonctions 01, 02 € D (R) telles que 01 = 1 sur un voisinage de a et 03 =1 sur
un voisinage de b et pour simplifier on suppose que 01 = 0 sur un voisinage de b et 0o = 0 sur un

voisinage de a. On montre alors que
Vo e D(R), I e D(R); p=¢(a)bh +¢(b)b2+ (z—a)(z—0)¢.

Noter qu’alors v est donnée par

(v@-p@b@-p®o@) .,

; (¢ —a)(x—b) Foarh
v ={ ¢ @ siz=a,

A ;

'[b—ago(b) st x =b.

On retrouve ainsi que la solution de [’équation homogéne (z — a) (x — b)T = 0 est T' = C15p + C2d,,
C1,Cy € R et pour résoudre ’équation non homogéne (x —a)(x —b)T = S, on détermine une

solution particuliére Ty en posant pour ¢ € D(R)

(To, ) = (5, ¢) -

Solution 2.30. > Soit a résoudre l’équation xT" = 1 dans D' (R). Cette équation est équivalente
1

au systéme d’équations xS =1 et T = S. D’apres Uexercice 2.27, S = Vp — + C15, C1 € R puis en
T

utilisant [’exercice 2.26, on obtient

T:1H|SU|+01H+CQ, C1,Cs € R.
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> Soit a résoudre I'équation x>T" = 0. En utilisant Uexercice 2.28, on voit que T' = C16 + Cod’,

C1,C5 € R. Par conséquent
T =CH+ Cs + Cs, Cq,Cy,C5 € R.

> L’équation xT' + T = 6 est équivalente & (2T)" = §. Par conséquent xT = H +Cy, C1 € R. On

résout cette derniére équation en utilisant le principe de superposition des solutions. En notant que
H 1
rPf—=H, 2x2Vp—=1,
x x
on déduit que
H 1
x (Pf— n Cﬂ/p—) = H+0C.
x x
Par conséquent le solution générale de l’équation donnée est
H 1
T=Pf—+CVp—+ Cs6, Cy,Cy € R
x x
Solution 2.31. 1) A € C™®(R) et A’ = aA. Par conséquent, on a dans D'(R)
(AT) = A'T + AT’ = aAT + A(b— aT) = Ab.

2) Ab € C(R). Soit B(x) = /x A(t)b(t) dt, B € CL(R) et B = Ab, de sorte que (AT — B)' =0 dans
0

D'(R). Par conséquent, il existe une constante C € R telle que AT — B = C , c’est-a-dire

AT =B+ C.

xT

La fonction A(z) ne s’annule pas sur R donc 4 = exp ( —/ a(t) dt) € C®(R) et

0

1

T=3

(B+C) € CHR). (2.13)

Par conséquent la dérivée de T au sens des distributions coincide avec sa dérivée au sens classique
et en dérivant l'expression obtenue dans (2.13), on voit que T vérifie l’edo au sens classique.

On conclut donc que les seules solutions de l’edo dans D'(R) sont ses solutions classiques.

Solution 2.32. 1) Comme f € C(R2 \ {(0,0)}), alors f € L} .(R?) si et seulement si

/ |f(x,y| drdy < oo,
B(0,1)

B (0,1) étant la boule de centre l'origine et de rayon 1. Or

1

2
/ ]f(:c,y|d:ndy:—/ 1n|(:1:,y)|d:vdy:—/ (/ rlnrdr) a9 ="
B(0,1) B(0,1) 0 0 2
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On conclut que f € Lloc( %), donc f définit une distribution sur R? et on écrit
(foo) = [ Faplay)dedy, Ve DED)

2) fecC™® (R2 \ {(0,0)}) et (au sens des fonctions)

of x of y Of  0*f
=7 7 Af==—= 4+ 2 =0 0,0).
0 0
On vérifie comme ci-dessus que les fonctions a—f et 8—f sont localement intégrables sur R? et défi-
x Y
0 0
nissent donc des distributions sur R?. Nous allons montrer que les dérivées —f et —f au sens des

Oz oy

distributions coincident avec celles-ci. Pour éviter toute confusion, nous notons Ty la distribution

associée a une fonction g € L} (R?).

Soit p € D(R?), en utilisant le théoréme de Fubini

Ty v _
(G ¥ = (% 2/ /ln:v +y°) (w y)dw)dy

Pour y € R* fivé, la fonction x — In(z? +y?) est de classe C* sur R, donc en intégrant par parties,

on trouve
/ln:c + %) ( ,y)de = —2

Par conséquent

<aa?,¢>= / : —— vz, y)dfﬂdy—/ 5p (L Y)e(a,y)dady,

de sorte que

Ainsi les dérivées au sens des distributions coincident avec les dérivées au sens des fonctions.

Calculons maintenant Af dans D'(R?). Soit ¢ € D(R?)

_O*f o*f . Of 0p
(Af,p) = <ﬁ»¢> + <87y2’(p> = —<%, %> <57y’87y>

o
g2 a? + 42 0x

0
() + —— " %(%y))dwd?/.
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Nous utilisons les coordonnées polaires : Soit x = rcos@, y = rsin€ et o(rcosf,rsinf) = (r,0).

T cos sin 0
Notons que = et J = de sorte que
2 + 92 r x? + y? r

B 2T +o0o a@ . . aso .
(Af, ) —A (A (cos@aj(rcosﬁ,rsm@+sm@a—y(rCOSG,rsm@))dr)de

2 +oo 81/1 27 +o0

= [ ([ TS de = [T w0 T as
2m 40

= / ©(r cos 9,rsin0)‘0 df = —279(0,0) = —2m(6, ).
0

Par conséquent

Af =215  dans D'(R?).

1
Remarque : Soit £ = —2—f, comme AE = 6, on dit que E est une solution fondamentale du
i

laplacien dans R2.

Solution 2.33. 1) Soit f € L} () alors g = ®*(f) = fo®' € L! (). En effet si K' un

loc loc

compact de ', on écrit
oy = [ 1fo @7 (@) det Ju(@)|de
K/ q)fl(K/)
= [ 1 @) [det o (@) da
d—1(K")

Comme K = ®~ 1 (K') est un compact de Q) et det Jp € C*(2) alors

[ low)lay < l1det Ju ey [ 1£(@)]de < oo,

Ainsi g = ®* (f) définit une distribution sur ' et pour tout ¢ € D (Q)

@ ()0 = [ Foe e mdy = | @)oo @)|det Jo (2)]do.
Clairement la fonction p o ® € D(Q) ; la fonction x — det Jg (x) est de classe C* sur Q, comme

elle ne s’annule pas sur €2, elle garde un signe constant sur chaque composante connexe de ) et par

suite la fonction |det Jo (x)| est dans C*°(2). Ainsi p o @ (x) |det Jg (x)| est dans D (2) donc

(@ (f).0) = (.00 @ |det o) = { |det Ju| f. o0 @), Ve D ().

2) On généralise la formule précédente aux distributions quelconques et on définit ®* (T') pour T €
D' (Q) par :
(®*(T), ) = ( |det Jo| T, 0 ®), VoeD ().
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Le crochet de droite est bien défini puisque si p € D () alors po® € D () et comme |det Jg (x)] €
C>(Q) alors |det Jp (x)| T € D'(Q) donc la forme ®* (T) est bien définie sur D (') et de plus elle
est linéaire. Montrons qu’elle est continue. Soit K' un compact de €', comme K = ®~1 (K') est un
compact de Q) alors il existe Cx > 0 et mg € N tels que
[(ldet Jo| T, 0) | < Cic 3 0°0lpm)s W00 € Dic (),
|| <mige
ce qui entraine que
(@ (T), )| <Cx D> 1000 ®)lle), Vo € Dir ().
la <m g

Clairement |¢ o ®@)|| oo (i) < [|pllLoo (k) €t comme pouri=1,2,..N

d(p o ®) :i ¥ g 0P
awi j=1 8yj al’i

alors

> 0% 0 @)l eo(ry < ol Y 0%l oo i)

laf=1 laf=1

et ainst de suite, on peut montrer que

Y 0%po®)mim) < Ck D 0%y
|| <mic || <mgc
ot C > 0 est une constante qui dépend de |[0°®;| (), |a| < mg, i =1,2,..N. On conclut
que la forme ®* (T') définit bien une distribution sur .
3) On pose Q2 =] — g, g[ et Q' =R alors la fonction ®1 = tg réalise un C*°-difféomorphisme de )
sur Q' et

(D1 (9) ) = (@116, 00 P1), Vo eD (),

c’est-a-dire

(®1(0),0) = ((1 +tg’x)d,0(tgx)) = (5, p(tgx)) = (tg0) = ¢(0), Ve €D (R).

Par conséquent @7 (§) = 0 dans D' (R).

De méme la fonction ®o = e* réalise un C*-difféomorphisme de R sur |0, 4o00[ et

(®3(8), ) = (€3, 0(e™)) = (6, 0(e”)) = (1), Ve € D(J0,+00]),

de sorte que @5 (6) = 61 dans D' (]0, +0o0]).



CHAPITRE

CONVOLUTION DES DISTRIBUTIONS

Support d’une distribution, le produit tensoriel, la convolution, recherche d’inverse,

résolution d’équations.

3.1 Rappel de cours

3.1.1 Support d’une distribution. Localisation et recollement de distributions

Définition 3.1 (Support d’une distribution). Soit T' € D'(Q), le support de T noté SuppT est le
complémentaire dans Q du plus grand ouvert wr sur lequel T' est nulle, ¢’est-a-dire (T, p) =0 pour

toute fonction ¢ € Dy, (). wr s’appelle ouvert d’annulation de T et SuppT = Q \ wr.

Autrement dit SuppT est le plus petit fermé F dans Q tel que (T,p) = 0 pour toute fonction
v € D(Q) telle que Supp p N F = ().

L’existence du support est garantie par le résultat suivant
Proposition 3.1 (Principe de localisation). Soit (w;)ier une famille d’ouverts de Q et T € D'().

SiTM =0, Viel, alorsTle_ =0.

iel

86
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Exemples : 1) Si f € L}, (Q) alors SuppTs = Supp f.

loc
1
2) Supp b, = {a}, SuppH =1[0,40cc[, SuppVp-—=R.
x
Proposition 3.2 (Principe de recollement). Soit (w;)ic; une famille d’ouverts de RN et Q = ‘Ulwi
1€
et soit T; € D'(w;), i € I vérifiant la condition de compatibilité T; = T} sur w; Nwj, pouri,j € I,
c’est-a-dire

E‘wiHWj = T

]|uiﬂw

L Vi,j el

J

Alors il existe une unique distribution T € D'(Q) telle que T)|,, = T;, Vi € I.

3.1.2 Distributions a supports compacts

Proposition 3.3. Une distribution & support compact est d’ordre fini.

Notation : On note £(2) = C>(QQ), muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
compacts de Q, de la suite et de toutes ses dérivées. On note ensuite E'(Q) son dual.

Soit T € D'(Q2) une distribution a support compact et 6 € D(Q) telle que § = 1 sur un voisinage de
SuppT. Pour ¢ dans E(Q), le crochet (T,0p) est bien défini dans la dualité D' — D, on vérifie qu’il

ne dépend pas du choix de 6, et on pose T la forme linéaire définie sur E(2) par

(T, o) = (T, 0p), Vpel().

Alors T € £'(Q) et Uapplication

T e {S € D'(Q); SuppS compact } —Te&'(Q)
est bijective, ce qui permet d’identifier £'(?) au sous-ensemble de D'(QY) formé des distributions a
supports compacts.
Opérations : Nous avons les mémes opérations que pour les distributions quelconques. Par
exemple, si T € £'(Q), f € £(Q), a € NN alors fT, 0°T € £'(Q) et pour ¢ € £(Q)

(T, 0) = (T, fe), (0°T, ) = (=1)l*UT,0%¢).

E'(Q) est muni de la topologie suivante

Définition 3.2 (Convergence dans £'(Q)). Soit (Tp,)n C E'(Q), (Tn)n converge vers T dans E'()
St
i) Il existe un compact K C § tel que SuppT,, C K, Vn,

i) lim (T, ) = (T, ), Vo € E().

On vérifie alors que Uinclusion E'(Q) C D'(Q) est topologique et dense.
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3.1.3 Produit tensoriel de distributions
Soit Q; un ouvert de RNi, i =1, 2.

Définition 3.3 (Produit tensoriel de deux distributions). Soient T1 € D'(Q1) et To € D'(Q3), le

produit tensoriel de Ty par Ts est la distribution sur 1 x Qs notée T @ Ty définie par
(T @ Ta, ) = (T, (T2, ), Ve € D( x ).

On notera que l’ensemble des combinaisons linéaires des fonctions de la forme o1 ® o avec
©1 € D(MN) et pa € D(Q2), est dense dans D(2q x Q). Rappelons que p1 @ pa(x,y) = p1(x)p2(y)
pour (z,y) € Q1 X Qo. On vérifie que Ty @ Ty est Uunique distribution sur Qq X Qo vérifiant la

Propriété suivante

(T @ Tp, 01 @ @2) = (T1, 1) (T2, 92), Vo1 € D(21), p2 € D(La).

Par conséquent
<T1 @ T27§0> = <T17 <T2790>> = <T27 <T17 (P>>, V(,O € D(Ql X 92)

Exemple : d, ® 6 = 0(q), V(a,b) € Q1 x Q.

Quelques propriétés
1. Si fi€ L}, (), i=1,2 alors Tf, @ T, = T f,
2. Supp (T1 ® Ta) = (SuppTh) x (SuppTz), T; € D'(),
3. Ordre de (Th ® Ty) < ordre de Ty + ordre de Ty, T; € D'(€Y),
4. 0Ty @ Ty) = (0°T)) ® (0°Ty), T; € D' (), (a, B) € NNt 5 NNz,
5. (91 @ g2)(Th ® Ty) = (1T1) ® (9212), Ti € D'($%), gi € C> (),

6. (1T)@T3=T® (Th ®T3), T; € D'() (associativité).

3.1.4 Convolution de distributions

Définition 3.4 (Fermés de RV convolutifs). Soient Fy, Fy deuz fermés de RY, on dit qu’ils sont

conwvolutifs si pour tout compact K C RN, Uensemble suivant est borné (et donc compact)
{(z,y) € 1 X Fy; v +y € K}.

On définit de la méme maniére k fermés convolutifs (k> 2).
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Si Fy, Fy, ...F}, sont des fermés convolutifs dans RY alors leur somme Fy+Fy+...4 F), est fermée.
St F1, Fo, ...F}, sont des fermés bornés sauf peut-étre l'un d’entre euz, alors ils sont convolutifs. En
dimension 1, si Fy, Fa,...Fy, sont des fermés limités par la gauche (c’est-a-dire tous contenus dans

a,+ool, a € R), alors ils sont convolutifs. Méme résultat s’ils sont limités par la droite.
9y 2 p

Définition 3.5 (Convolution de deux distributions sur RY). Soient T1, Ty deuz distributions sur

RN 4 supports convolutifs, leur convolution est la distribution sur RN notée Ty = Ty définie par
<T1 * T27 SO> = <T1 ® T27 930A>7 VSO € D(RN)

La fonction o™ est définie par ™ (z,y) = o(z +y), z,y € RN et § € D(R?N) est telle que 6 = 1

sur un voisinage de K, = Supp (T1 ® Ty) N Supp s

On vérifie que cette définition ne dépend pas du choix de la fonction 0 qui joue néanmoins un
role important puisque la fonction @™ n’est pas a support compact mais comme Supp (T, @ Tp) =
(SuppTr) x (SuppTs) et que ces deux supports sont convolutifs alors K, est compact.

Notation : On écrit (Ty * Ty, @) = (T1 ® Tz, ™), étant sous-entendu que le crochet de droite
s’exprime a l’aide de 6.
Dans le cas ou l'une des distributions est a support compact, soit To par exemple, alors on peut

écrire, sans recourir o la fonction auxiliaire 0
(Ty+ To, ) = (Th, (To, ™)), Vo € DRY).

Noter que la convolution des distributions peut étre définie dans un cadre plus général que celui des

supports convolutifs mais on se restreint & celui-ci.

1

ZOC(RN) sont a supports convolutifs, alors f1 * fo est bien

Exemple : On montre que si fi, fo € L
définie sur RY, elle est localement intégrable et Ty, x Ty, = T f14f,) (voir levercice 3.15).
Quelques propriétés

1) La convolution est une opération commutative, bilinéaire, elle est également associative si

tous les supports sont convolutifs et
Supp (T1 * Ty) C SuppT1 + Supp Ts.

2) Les distributions de Dirac jouent un réle particulier pour la convolution puisque pour tous T €

D'(RN), a € RN et a € NV

Tx6=T, Txb0,=1,T, Tx*0% =0T.
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Ceci permet de déduire que pour tous T1, Ty € D'(RN) & supports convolutifs, a € RN et a € NV
Ta(Tl * TQ) = (TaTl) * T2 = T1 * (TaTz), aa(Tl Xx TQ) = (3QT1) * TQ = T1 * (8QT2).

3) i T € D'(RN) et f € C(RYN) sont a supports convolutifs alors T * f est une fonction C> dont

les valeurs sont données par

T f(x) = (T, 7 f) = (T(w), f(z — 1)),

v
ot f(x) = f(—x). On vérifie alors la formule de transposition : Si Ty € D'(RY) et Ty € &'(RY)
alors

Vv
(Ty + Ty, 0) = (T1, Ta % ), Vo € DRM).

3.1.5 Algébres de convolution

Définition 3.6 (Algebre de convolution). Une algébre de convolution est un espace vectoriel dans
lequel x est une loi interne, commutative et associative. Si de plus elle contient [’élément neutre 6,

elle est dite unitaire.

Exemples : L'(RY) est une algébre de convolution (non unitaire).

E'(RN) est une algebre de convolution unitaire ainsi que ’ensemble D', défini par
D, = {T € D'(R); SuppT C |0, +oo[}.

Définition 3.7 (Inverses de convolution). Soient S,T € D'(RYN), on dit que S est un inverse de

convolution de T si T xS = 9.

Un inverse de convolution peut ne pas exister. En cas d’existence, il peut ne pas étre unique,
sauf si on se place dans une algébre de convolution. De plus, si S; est un inverse de T;, i = 1,2

alors S1 x Sy est un inverse de Ty * T5.
n

Calcul des inverses de convolution de T = Z aké(k), ar €R etay, #0 :
k=1
On considere l’équation différentielle linéaire homogéne

n
Txy= Zaky(k) = 0.
k=1
n
Sa solution générale yy, est de la forme y, = Z Cryr ot les Cy sont des constantes arbitraires
k=1
et les yp € C°(R) forment un systéeme fondamental de solutions. On détermine alors la solution

particuliere vérifiant les n conditions suivantes

1
y0)=0, k=0,1,.n—2 (sin>2) etyl" D(0)=—

an,
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Hy, est l'unique inverse de convolution de T dans D', , alors que dans D'(R), il y a une infinité

n
d’inverses donnés par Hy, +yp = Hy, + Z Cryr ot les Cy sont des constantes arbitraires.
k=1
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3.2 Enoncé des exercices

Exercice 3.1. Soient S,T € D'(Q), f € C®(Q), w un ouvert contenu dans et a« € NV. Montrer

que :
1. SuppT est le plus petit fermé F dans Q tel que (T, p) = 0 pour toute fonction ¢ € D(Q) telle
que Suppp N F = .
2. Supp (S+T) C Supp SU Supp T et Supp (0°T) C Supp T.
3. Si fT =0, alors Supp T C f~1({0}). Montrer par un exemple que l’inclusion peut-étre stricte.

4. St fT =0 et f € D), alors (T, f) = 0 puis montrer par un contre-ezemple que la réciproque

est fausse.
5. {x e Q; f(x) A0} NSuppT C Supp (fT) C Supp f N Supp T.
6. Supp (T),) = SuppT Nw.

Exercice 3.2. Trouver un exemple de suite de distributions (Ty,), C &' telle que (T},), converge

dans D' mais pas dans E'.

Exercice 3.3. Soit T € £'(Q), on définit T sur ERY) par
(T ) = (T, p,), Vo€ ERN).

Montrer que

1. Te E'(RN), Tm =T et Supp T = Supp T(T s’appelle le prolongement de T par 0).

2. L’application T — T est linéaire et continue de £'(Q) dans &' (RN).

3. 0°T = 8,0751, pour tout o € NV,
Exercice 3.4. Le support singulier d’une distribution T € D'(Q) noté Supp sing T est le complé-
mentaire du plus grand ouvert sur lequel T' est une fonction C*°(2), ou encore c’est le plus petit fermé

en dehors duquel T est une fonction C*°(Q2). Montrer que Supp singT C SuppT puis déterminer

1
les supports singuliers des distributions In|z|, 6, H, Vp— sur R.
x

m
Exercice 3.5. Soient ag, a1, ...,a, € R tels que Z ak5(k) = 0. Montrer que
k=0

aozalz...:amzo.
Exercice 3.6. En utilisant les principes de localisation et de recollement des distributions, résoudre
dans D'(R) l’équation
(1—¢€™) T =0.
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Exercice 3.7. Déterminer les supports des distributions suivantes

(T, 0) =Y e(n), (The)= > 6‘”@(%), <T3790>:/)11nw(w)d9:,

neN neN*

(Ty, ¢ /90 dz, ¢ €D(R),

2
(Ts, ) = / o(z, Ae)de (ANER), (To,o)= |  @(cosh,sind)df, ¢ e DR).
R 0

Exercice 3.8. 1. Soit la fonction de Heaviside dans RYN définie par
Hy(x1,..,zy) = H® ... H(x1,....,xN).
—_————
N fois
Déterminer H(z1,...,xy) pour (z1,....xzn) € RN et vérifier que

N Hy

— = D'(RM).
8%1...8%]\[ 0 dans ( )

2. Calculer 0%04, ® 0%60g, ® ... ® 0Ndg,, a; €R, o; € N.

Exercice 3.9. Soient S,T € D'(RN). Montrer que 7(,)(S @ T) = (7,5) @ (1T, a,b € RY puis
déterminer II\(S® T), A € R*.

Exercice 3.10. Soient Q un ouvert de RYN, I un intervalle ouvert et soit T € D'(Q), on note

(z,y) € Q x I. Montrer que

@@ o) dy = (T@). [ () d), Ve € D@ x ).
I 1

Exercice 3.11. Soient Q un ouvert de RN, I un intervalle ouvert, on note (r,y) € Q x I.

AT ®1)

1. Soit T € D'(Q), montrer que =0 (T ®1 est dite indépendante de la variable y ).

S
2. Réciproquement soit S € D'(Q x I) telle que v 0.
Y

(a) Montrer que pour toute fonctz’on ¢ € D(R), il existe une unique constante C(p) telle que

telle que (S, p @ ) = /w dy, Yy € D(I).

Indication : Considérer la forme linéaire L, définie sur D(I) par

(Ly,¥) = (S, ®1), Vi € D).

(b) Montrer que lapplication T' définie par (T, ) = C(p), Vo € D(Q), est une distribution
sur £ et en déduire que S =T ® 1.
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Exercice 3.12. Pour ¢ € D(R?), on pose (T, ) = lim

Montrer que T est une distribution sur R?.

Exercice 3.13. Pour ¢ € D(R?), on pose

T,p) = lim // y) dxdy.
E—>0+ |x|>e€, ‘y|>5 l’y

1 1
Montrer que T définit une distribution sur R? puis vérifier que T = Vp— & Vp—.

T x
(Indication : introduire (p(z,y) — ¢(2,0)) — (p(0,y) — ©(0,0)) et écrire la formule de Taylor de
chaque différence.)

Exercice 3.14. Résoudre dans D'(R?) le systeme d’équations 2T = yT = 0 puis Iéquation yS = 0.

Exercice 3.15. Soient f,g € LlOC(RN) ayant des supports convolutifs. Montrer que : f % g est bien
définie sur RN, fxg e LL (RN) et Tpx Ty =Tig-

Exercice 3.16. Soient S et T deux distributions sur R, a supports convolutifs. Montrer que

n

2" (S«T) = ch(ka) % (z"*T), neN*,

(SxT) = (e*S)* (e**T), aeR.

Exercice 3.17. 1. Soient f,g € L},.(R) ayant leurs supports dans [0, +oo[. Montrer que
fxg(x /?f —y) dy.

2. Calculer f+ H et (f x H) dans D!_. Que peut-on en conclure ?

3. Calculer la convolution de f1H et foH pour fi,fs € L}OC(R) puis appliquer au calcul de
e H xe"H, a,be R.

Exercice 3.18. Soita,b € R, m € N*, a > 0, dans chacun des cas suivants, calculer la convolution,

en justiftant son existence :

Oa * Op, 5((1m)*T, HxH, HxHx..xH, e ltlyelel
—_—
nfois
e 5 (z2e72%") (22H) x (sinzH), (coszH)x (23H), (sinzH)x (shzH),
1 . x
1+22 (1+422)%

1 H
8, « Vp - HxPf - (Lja,p) * 1[c,d})",
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Exercice 3.19. Déterminer dans D', et D'(R), les inverses de convolution des distributions sui-

vantes :
H, &, & —ad, & +X6, &=\, (a,AeR), 6" —35+25, H+".

Exercice 3.20. 1. Soit T = (sinxz)H. Vérifier que T est la solution fondamentale dans D’ d’un
opérateur différentiel linéaire & coefficients constants et en déduire l'inverse de convolution de

T dans D

2. Déterminer les inverses de convolution dans D', des distributions (cosz)H, e " H, e*H + 6.

Exercice 3.21. Résoudre dans D', puis dans D'(R) les équations différentielles suivantes :
T —-T =6, T'-3T"+2T =0§ +6.

Exercice 3.22. Soit f la solution classique de Iéquation différentielle y"' — 4y" + 5y — 2y = €**
vérifiant les conditions y(0) = 0,y'(0) = 1,vy"(0) = 2. Ecrire l’équation différentielle satisfaite par

la fonction F = fH dans D!, puis déterminer F en utilisant la convolution.

Exercice 3.23. Soit g € L}, .(R)N D', trouver f € L}, .(R) "D, vérifiant I’équation intégrale dans

loc loc

les cas suivants

[ @—ve i@y =g@. [ snyf-ydy = g(a).
0 0

fla) + [ singf(o = y)dy = g()

Exercice 3.24. Soit D = {(t,z) € RT x R; t2 — 22 > 0} et soit la fonction f définie sur R? par
M ) p

0? 0?
f = 1p. Calculer 67t§ - 87332 dans D' (R?) et en déduire une solution fondamentale de l'opérateur
0?  0? 9
@ — @ dans R=.

Exercice 3.25. Soit P un polynéme de degré inférieur ou égal an € N et T € E'(R). Montrer que

T x P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n.

Exercice 3.26. Soit S = SV~ la spheére unité de RN, N > 2, a une fonction intégrable sur S et
f une fonction de classe C* sur RN. Que représente lintégrale / a(y)f(z —y) dS(y) ¢ Calculer
S

(55’ * ’.1‘|2
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3.3 Solutions

Solution 3.1. 1) Par définition, Supp T est le complémentaire dans Q du plus grand ouvert wr

sur lequel T est nulle, et T =0 sur wp signifie
<T7 90> = 07 V(,O €D (wT) :

En posant F = Q\ wp, on voit que Supp T = F et F est le plus petit fermé de Q en dehors duquel

T est nulle. Comme 'inclusion Supp p C wr est équivalente a Supp e N F =1, on a donc
(T,9) =0 VoeD(Q); SupppnNF =0.

Ainsi Supp T est le plus petit fermé F dans Q tel que (T, @) = 0 pour toute fonction ¢ € D ()
telle que Supp o N F = ().

Dans la suite de cet exercice, nous noterons wy = 2\ SuppU louvert d’annulation de la

distribution U sur €.

2) > En passant aux complémentaires, on voit que l'inclusion Supp (S +T) C SuppT U Supp S est
équivalente a linclusion wg Nwr C wg+r qui est vraie. En effet l'ensemble A = wg Nwr C Q est
un ouvert sur lequel S etT" sont nulles car A C wg et A C wr, donc S+ T est nulle sur A, d’ou
A Cwgyr.

> Pour toute fonction ¢ € D (wr), on a
(0°T, ) = (=1)*T, 8%) =0,

car Supp (0%p) C Supp ¢ C wr. Ainsi wp C wgar, d’ot Supp (0“T) C SuppT.

3) [ étant continue sur Q, lensemble A = {x € Q; f(x) # 0} est un ouvert de §2. Supposons que
fT =0 et montrons que A C wr.

1
Clairement (fT), = f|,T}, = 0. On pose g = I alors g € C* (A) et Vo € D(A)

[a

(T, 0) = (T, ) = (g f. T4 0) = (fl. T4 99) =0,

car gp € D (A). Par conséquent A C wr et donc Supp T C Q\ A= f~1({0}).
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Considérons la fonction f = x(x — 1), x € R et T =6, alors fT =0 et on a Supp T = {0} et
f~1({0}) = {0,1}. Donc linclusion Supp T C f~1 ({0}) est stricte dans ce cas.

4) Supposons f € D(Q) et fT =0. Montrons que (T, f) = 0.
Soit 0 € D(Q) une fonction plateau subordonnée au compact Supp f donc 6 =1 sur un voisinage de

Supp f et 0f = f sur Q. On écrit
(T, f) = (T,0f) = (fT,0) = (0,0) = 0.
Considérons le cas oo T = 0" et f € D (R) est telle que f =1 sur un voisinage de 0. On a
(T, f) =-f'(0)=0,
et comme f =1 sur un voisinage de SuppT, alors
fT=T=¢§#0.

5) L’inclusion Supp (fT) C Supp f N Supp T est équivalente o wy U wp C wyp. Clairement

B = ws Uwr est un ouvert et pour ¢ € D(B), on a

(fT,p) = (T, fe) =0,

car fo € D(Q) et Supp (fe) C Supp f N Suppp donc Supp (fe) N SuppT C Supp f N Suppp N
SuppT = B¢ N Supp = 0. Par conséquent B C wyr.

Soit maintenant C = {z € Q; f(z) #0}. C est un ouwvert et C = Supp f. Montrons que C N

Supp T C Supp (fT) ou de maniére équivalente wpr C C°Uwr. On écrit
wrr = wyer N (CUCC) = (WfTﬁC) U (U.)fTﬂCC) coucCs,

ot O est l'ouvert de Q2 défini par O = wypr NC. Montrons que O C wy. Soit ¢ € D (0), on écrit en

posant g = fi,
(T.9) = Tor9) = (45 Toiph = (I Ty 76 =0,

1
car —p € D(O) et (fT),, =0 puisque O C wyr. Ainsi on a bien O C wr et donc
g
wyr C wr U Ce.
6) Montrons que Supp (T),) = SuppT Nw ou par définition

<T|w,g0>:<T,90>, VSDGD(W)'
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On pose S =1, et
O=w\ (SuppT Nw) =wn (Q\ SuppT).

O est un ouvert de w et pour ¢ € D(O)

<Sa (P> = <T7 90> =0,

donc O C wg , wg €étant le plus grand ouvert contenu dans w sur lequel S est nulle. Maintenant
considérons un ouvert w' C w tel que Sir = 0 et montrons que nécessairement W' C 0. Soit
¢ €D (W)

(T,p) =(S,0) =(5|_,,) =0,

donc T est nulle sur l'ouvert w'. Par conséquent w' C Q\ SuppT. Ainsi
W' cwn(Q\ SuppT) = O,
et on conclut que O = wg ou encore Supp S = Supp T Nw.
Solution 3.2. Soit (T},),, la suite de distributions régulieres définies par
Ty = 1j_pp), n € N

Supp T,, = [-n,n], Vn € N* donc (Ty,),, C £ (R). Calculons lim T, dans D' (R). Soit ¢ € D (R),
n oo
comme @ est intégrable sur R, on a

n

lim (T,,, ) = lim o (x)de = KRQO(JU) dr = (1, ),

n—0oo n—oo [_p
donc
nlg%oT” =1 dans D' (R).
Comme 1 ¢ £ (R), alors (T),) ne converge pas dans &' (R) car la convergence dans E' (R) implique
la convergence dans D' (R). Noter aussi qu’il n’existe pas de compact K C R tel que SuppT, C
K, VneN*,
De méme la suite (8p)n>0 converge vers 0 dans D' (R) mais elle ne converge pas dans E' (R) car

aucun compact de R ne contient N.

Solution 3.3. 1) L'application R : ¢ € ERY) — ¢, € E(Q) est linéaire donc T=ToR
est linéaire sur E(RN). Montrons que T est continue sur ERN). Comme T € E'(), il existe un
compact K C €, une constante C' > 0 et un entier naturel m tels que

(T, ) < C YN0 ¢llrw(r)y, Vi € E(Q).

laj<m



D. Hamroun Exercices corrigés de Distributions 99
Soit o € ERN) et soit p = ¢y, on a

(T, ) = (T )| < CDN0¢l o (xe) < C DN0%l oo (i),

laj<m la|<m
car 0% = 0% sur Q, d’ou la continuité de T. Ainsi T € E'(RN)Y et de plus, on déduit de ce qui
précéde que Suppf CKcCQ.
Soit ¢ € D(2) comme

<T7 90> = <T7(10\Q> = <T7 90>7
alors TVQ =T. D’aprés Uexercice 3.1
SuppT = Supp (TIQ) = SuppT NQ = SuppT,

car Suppf C Q.

2) Soit Uapplication P : T € E(Q) — P(T) = T € &(RN). Montrons que P est linéaire et
continue.

Soient S, T € £'(Q), A € R, pour ¢ € E(RY)

Ainsi PIAS +T) = AP(S) + P(T') donc P est linéaire.

Pour la continuité, considérons T,, — 0 dans E'(Q) alors il existe un compact K C § tel que
SuppT, CK, VneN" et (T,,¢)—0, VeelQ).

Comme Supp (P(Tn)) = SuppT, C K, Vn € N*, alors la suite (P(T,))n vérifie la condition de

support. Ensuite si o € ERY), @i € E(Q) et

(P(Tn), ) = (Tn,0)5) = 0,

et on conclut que P(T},) — 0 dans E'(RY) donc Uapplication P est continue.

3) Soit a € NV, montrons que 0% (P(T)) = P(0°T), c’est-a-dire que le prolongement par 0 et la
dérwation commutent.

Soit ¢ € E(RN)
(0*(P(1)),9) = (=1)*UP(T),0%) = (=1)l*UT, (8*¢)j0)

= (—1)l*T,0%(p)q)) = (0°T, pa) = (P(0°T), ),

d’ou le résultat.
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Solution 3.4. Soit wp 'ouvert d’annulation de T, T = 0 sur wp donc elle est C*° sur wp de sorte

que wy C (Q\ SuppsingT), c¢’est-a-dire
Suppsing T C SuppT.

Concernant les distributions données, elles ont toutes pour support singulier {0}.

Solution 3.5. T = Z apd®) € E'(R) et

k=0
m
(T,1) =0= > ap(~1)"(5,1W) = a,
k=0
anst ag = 0.
De méme, en considérant les fonctions
x?’l
Pn = —7> 0 é n < m,
n!
on montre que a, = 0. En effet,
xn—k
W)= ——— si0<k<neto®(x)=0sik>n+1

@) =G=m
Par conséquent

( .
(k)(O)—i 0 sik#n,

1 sik=n.

On a donc pour 0 <n <m
0= (T, 0n) = > ar(—1)"{P(0) = (=1)"ay,
k=0

donc ap, = 0, pour 0 <n < m.

Solution 3.6. Les racines de 1—e® = 0 sont xj, = 2kw, k € 7 (et elles sont simples) par conséquent
d’apres Uevercice 1, si (1 —e®) T = 0, alors SuppT C 2rwZ. On va montrer que les solutions de
(1 —¢€®) T =0 dans D' (R) sont données par
T =Y Cidokr, Cr€R,
keZ

ces séries étant convergentes dans D'(R).

» SiT =Y Croogr, Cir€R, alors
k€EZ

(1—e") T =3 Cu(l~€")0pn = Cu(l— e )dopr = 0.
keZ keZ
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» Réciproquemet, on écrit R = kUZwk ot
€

3T 3T
Wk ::| —7—{—2]?77',74—2]{77('[,
et on utilise le principe de localisation : (1—e™®)T = 0 dans D' (R) si et seulement si (1—e®)T =0

dans D' (wy) ,Vk € Z.

Soit k € Z, comme dans chaque ouvert wy, U'équation 1 — e* = 0 admet une seule racine (simple)
2k, alors dans D' (wy), léquation (1 — )T = 0 est équivalente a (x —2km)T = 0 dont la
solution générale est Ty, = Crdopr, Cr € R.

Maintenant si pour deuz entiers distincts k et I, wp Nw; # O alors nécessairement k et 1 sont
consécutifs. Soitk € Z etl =k+1, on a wy Nw; =] — 3% +2(k + ), 3?” + 2km[ et cet intervalle

ne contient ni 2kw ni 2(k + 1), donc
3 3
521<:7r = 52(k+1)7r =0 SU’T] - % + Q(k + 1)777 ?Tr + 2k7T[
La condition de compatibilité

T| :T‘l‘“’km’l k,leZ,k#l,

W Nwy

est donc vérifiée. On déduit d’aprés le principe de recollement des distributions qu’il existe une

unique distribution T sur R telle que

T, =T, VkeZ.

Wi
Posons S = Y Ty. Clairement S est une distribution sur R telle que Sy = Ty, Yk € Z et on
kEZ
conclut alors que T = S.

L,

Solution 3.7. Dans cet exercice, nous noterons wr 'ouvert d’annulation de la distribution T .
> Ty = Y. 0,. On sait que Ty € D' (R), on veut déterminer son support. Comme Supp 0, =

neN
{n}, ¥Yn € N, nous allons montrer que SuppTi =N ou encore wp, = R\ N.

o R\N est un ouvert de R sur lequel Ty est nulle. En effet si o € D (R\ N) alors ¢ (n) =0, ¥Yn €N,
donce (T1,p) = 0. Par conséquent R\ N C wr,.
o Soit O C R un ouvert plus grand que R\ N et soit m e NN O, alorsV=m—-—1,m+1[C O et

si 0 € D(V) est telle que § =1 au voisinage de m, alors

(T1,0) = 0 (m) = 1.
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Ainsi Ty, # 0. Par conséquent wr, = R\ N et donc SuppTi = N.

>To= > e ”51. Soit ¢ € D(R), on a pour tout n € N*
neN

(™61, 0) = "( = )|<||90HL00 e,

—n

et comme la série Y, e™™ est convergente, on déduit que la série de distributions converge dans

neN
D'(R), c’est a dire Ty € D'(R).

={L, neN}={L neN3}U{0}. Notons F cet ensemble.

n’

Montrons que SuppTs
o On vérifie facilement que Ty est nulle sur 'ouvert R\ F.

o Soit O C R un ouvert plus grand que R\ F et soit x € FNO.

Six # 0 alors il existe n € N* tel que x = % Soit 0 € D (O) telle que 6 > 0 et § = 1 au voisinage

del, alors
n
Ty.0) > e " ( J=e
<29>_ 0 n (&

1
Six =0, comme lim — = 0 alors il existe ng € N* tel que ﬁ € O, Vn > ng. On se raméne ainsi
n—oo n

au cas précédent. En conclusion Ty, # 0, donc wr, = R\ F et SuppTy = F.

> T3 est la distribution réguliere associée a la fonction (Log x)1jg ) donc

SuppTs = Supp ((Log z)1p,y)) = [0, 1].

> Comme
“+o00 “+o00
e(y)
(Ty, / dx—?/ da:—/ —Z dy, ¢ € DR),
4 o(x 0 Vi (R)

alors Ty est la distribution régulicre associée a la fonction 1L N donc SuppTy = [0, +o0].
> Soit I' = {(z,A\z), € R}. On notera que

(Ts, ) = ﬂ% [e@wd, oeDE),

de sorte que Ty est la distribution simple couche or. Nous allons montrer que SuppTs =T'.

1
Vit

Il est facile de voir que Uouvert R2\ T' C wry. Soit O C R? un plus grand ouvert et soit My =
(o, Azg) € TNO. Supposons A > 0 et soit a,b € R, a < b tels que xg € |a, b et K =: [a, b]x[Aa, \b] C
O. Soit p € D(O) telle que 0 < p <1 et p =1 sur un voisinage de K. Alors

b
<T5,<p>:/<p(ac,)\:r) de/ o(x,\x) de =b—a>0.
R a
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Dans le cas ot A < 0, on prend K =: [a,b] X [Ab, Aa].
On conclut que Ty, # 0, donc wry; = R\ T et SuppTs =T.
> Soit ST = {(J:,y) eR? 2?2442 = 1}, alors

(Ts, ) = [ql p (z,y) dl,

donc Tg = 61 et on vérifie comme ci-dessus que Supp Ty = S'.
Solution 3.8. 1) Pour x = (1, x2,...,xx) € RY,

Hy(z) =H®..® H(x1,29,....,an) = H (x1) H (22) ...H (xn)
N fois
{f 1 st 2;,>0, 1=1,2,---N,
L 0 sinon.

De plus, on a dans D’ (RN)

ON Hy

=0"(H®H®..0 H =(1,1,...,1).
0102, Oy 0 HEH®..@H), a=(1..1)

Par conséquent

ONHy
8%18$2 ce 8.73]\/'

N}rois N}rois

2) Soit a = (ay, s, ...,an) € NN et a = (a1, a9,...,an) € RV
%16, @ 0264, @ ... @ ONE,, = OO N (5 Q §4y @ ... @ Bay) = 0%,
Solution 3.9. En utilisant un résultat de densité, il suffit de vérifier [’égalité
(T(ap) (S T), @) = ((1a5) @ (BT) , )
sur les fonctions test de la forme ¢ = p1 ® @o ot @; € D(RN). Dans ce cas, on a
(Tap) (SOT), p1®@p2) =(S®T, T(_qt)(1 ® p2))
= (ST, T_app1 ® T_pp2) = (S, T—atp1) (T, T_pp2)

= (TaS, <P1) (TbT7 <P2> = <(Ta5) ® (TbT) ;01 & <P2>;
d’ou le résultat.

On vérifie de la méme maniére que

11, (S@T) = (II\S) ® (I1\T), Y\ e R*.
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Solution 3.10. Soit p € D(Q2 x I), alors
o,y €DQ), Vyel etp(x,.)eDI), Yrell

De plus
[T @ ey = 1), (T @) @) = (ToLy)

= (T @), (1) ¢(@.) = (T @), [ o).

Solution 3.11. 1) On a

0T21) _pe9W) _pggy
oy oy

2) a) Soit p € D (), on définit L, : D (I) = R par

Ly () = (S, @), VpeD(I).

Soit My : D (I) = D (2 x I) Uapplication définie par

My(p) = @9, Vi eD(I).

Alors L, = So M, : c’est la composée de deux applications linéaires. Montrons que L, est continue.
Noter que Lo = 0, considérons alors le cas ou ¢ n’est pas nulle. Soit K un compact inclus dans I
et K' un compact de ) tel que Suppp C K'. Comme S est continue sur D (2 x I), pour le compact
K' x K cQx1, il eviste C' >0 et m’ €N tels que
(s.ol<c > 10CHE Lo (srxi)s  VE € Dierscre (XX I).
[(cv,e)|[<m/

Soit 1 € Di (I), comme Supp (¢ @ ) C K' x K, en appliquant l'inégalité précédente a & = ¢ ® 1),
on obtient

(Lo ) = (S, p @) <C 30 110% @ M| Lo aerw)-

(k) |<m/

Noter que |(a, k)| = |a| + k donc si |(a, k)] <m' alors |a| <m' et k <m/, d’ou

(Lo, ) < C" 37 0%l ey S 110M ooy < O 10W | oo 10,
=0

|a| <m/ k=0

ou C' = C" |Z 10%¢|| oo (k). On conclut que Ly, est continue sur D (I) et donc que L, définit une
ol<m/

distribution sur I.

Calculons maintenant sa dérivée. Soit 1 € D (I)

<(L90)/aw> = 7<L807¢/> = 7<Sa§0®¢,> = <8y5780®1/1> =0.
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Par conséquent (Ly) =0 dans D' (I) et donc la distribution Ly, est constante.
On a donc montré que pour tout ¢ € D (), il existe une constante C(p) € R telle que L, = C(yp)
c’est-a-dire
(L) = /w de, Vi eD(I).
Vérifions l'unicité de C(p) : supposons qu’il existe une autre constante D () telle que

(Sse0u)=C() [v@de=D(e) [vWay., weD®.
En appliquant cette égalité a une fonction test € D (I) telle que [;0(x)dxr = 1, on déduit que
Clp) =D (p).
b) Soit 6 € D(I) telle que [;0(y)dy = 1. Alors
(T,p) =C(p) = (S, p®0), YpeD(Q).
Soit My : D () — D (2 x I) Uapplication linéaire définie par
Mp(p) =p®60, VpeD(Q).

Alors T = SoMy et donc T est linéaire sur D (2) et on vérifie, comme pour L, que T est continue
donc c’est une distribution sur §2.

Maintenant pour ¢ € D(Q) ety € D(I), on a

(S, @) = /w o) (L) = (T@1,pa ),

d’ot on conclut que S =T ® 1.
S
Conclusion : v 0 dans D' (Q x I) si et seulement si, il existe T € D' (Q) telle que S =T ® 1.
Y

Solution 3.12. Soit ¢ € D(R?) alors la fonction x + (z) = ¢(x,0) est dans D(R). Par conséquent

lim M dr = lim M d

e—0t \x|2€ xr e—0t |1‘|25 X

1
1 1
= (Vo (09). e(@.y)) = (Vp_©0,0),
donc T = Vp% ® 6 € D'(R?).

1
Solution 3.13. On remarquera que la fonction (z,y) — — n’est pas localement intégrable sur R? :
xy

1 1 2
// — dxdy = (/ —d:v) = 400,
jal<Llyl<t 2yl jal<1 ||



D. Hamroun Exercices corrigés de Distributions 106

donc cette fonction ne définit pas une distribution sur R2.

Soit p € D(R?) et a > 0 tel que Suppp C [—a,a]®. Pour e > 0 petit, on écrit
// P Y) oy = // vy +E@Y) g
|z[>e,ly[>e  TY e<|z|<a,e<ly|<a Y

Y(x,y) = (p(z,y) —p(z,0)) — (¢(0,y) — (0,0)),

E(z,y) = p(z,0) +¢(0,y) — ¢(0,0).

ol

d
Comme / & _ 0, alors // £(.9) dxdy = 0. En effet
e e<|e|<a,<|y|<a

<|zl<a 2 zy

d
// 200 gy = (/ P0) ) [ =0,
e<|z|<ac<lyl<a  TY e<fzl<a T e<lyl<a Y

e<|z|<a,e<|y|<a Ty

Maintenant, d’apres la formule de Taylor

et de méme

de sorte que

Y(z,y) = y/o1 (g’;(w,ty) - ?;(O,ty)) dt

1 1 624,0
= [ (= [ gua (sotu)ds) dt = ayn(e.y).

82g0
n:(z,y) — //[0’1]2 920y

est une fonction continue sur R?. Par conséquent

lim // #(,9) drdy = lim // n(z,y) dzedy
e=0F JSjz|>e, [yl>e XY e=0% J Je<|z|<a,e<[y|<a

= //[_a 2 n(z,y) dedy.

On conclut que T est bien définie sur D(R?). Clairement T est linéaire et avec les notations précé-

ol

(sx,ty) dsdt

dentes, on a pour tout compact K C [—a,a)? et toute fonction ¢ € D (R?)

32
6w(;py HLOO(K)'

(T, )] < 40l oo i) < 402
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Par conséquent T est une distribution sur R?, d’ordre inférieur ou égal a 2.

Soit maintenant 1, p2 € D(R)

(T, 01 @ p2) = lim // Pr(@)e2(y) dxdy
|z|>e, |y|>e

e—0t Ty

= ( lim / () dx)( lim / #2(y) dy)
e—0t |z|>e X e—0t ly|>e Yy

1 1 1 1
= (Vp—, 1) (Vp—,p2) = (Vp= @ Vp—, 01 ® pa),
x Y x Y

d’ot on conclut que

1 1
T=Vp—®Vp-.
€T )
Solution 3.14. 1) Nous allons résoudre dans D'(R?), le systéme d’équations
T =yT =0,

en procédant comme pour la résolution de l’équation xT =0 dans D' (R), voir U'ezercice 2.27.
Soit § € D(R);0 = 1 sur un voisinage de 0. Pour toute fonction ¢ € D(R?), il existe une unique
fonction 1 € D(R?) telle que

o(z,y) = p(z,0)0(y) + yo(z,y).

1 est donnée par

. [ pz.y) — 5(5670)9@) siy 40,
Y(z,y) =
i ?;(x,O) siy=0.

Sachant que yT = 0, on a alors pour tout ¢ € D(R?)

(T, ) = (T, p(x,0)0(y)) + (YT, ) = (T, p(z,0)0(y)).

Ainsi

yT = 0= (T,¢) = (T, 0(2,0)0(y)), Ve € D(R?),

o 0 € D(R) est telle que 0 =1 sur un voisinage de 0.

Soit n € D(R) telle que n = 1 sur un voisinage de 0 (on peut prendre n = 6). Pour toute fonction
¢ € D(R?), comme p(z,0) € D(R) alors il existe une unique fonction & € D(R) telle que

p(x,0) = ¢(0,0) n(x) + z€(x).
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Sachant que T = 0, on obtient

(T ) = (T, (2,0)0(y)) = (T, (0, 0)n(x)0(y)) + (=T, £(2)0(y))

= 0(0,0(T,n ® 0) = C(510,0), ¥

ot C = (T,n®0) et donc T = Cg ).

Réciproquement, on vérifie que pour toute constante C' € R, Cd(g ) vérifie les équations zT" = yT =

0.

Ainsi 2T = yT =0 dans D' (R?) si et seulement
T =Cbp,, CeR
2) Maintenant on veut résoudre I’équation yS = 0 dans D'(R?). D’apres la question précédente
(S,9) = (S,0(2,0)0(y)), Vy € D(R?),
ot 6 € D(R) est telle que 8 = 1 sur un voisinage de 0. En particulier
(S,01 @ p2) = (S, 01 (2) 92 (0) 0 (y)) = 2 (0) (S, 1 ® ), V1,02 € D(R).

On pose
<U7§01>:<Sa901®0>7 VSOIGID(R)

On vérifie que U € D' (R) et on écrit pour 1, p2 € D (R)

(S, 01 ® @) = 92 (0) (U, 1) = (U, 1) (5, 2) = (U ® 4, p1 @ ) ,

et on conclut que S =U ® §.

Réciproquement, soit U € D' (R) alors
y(U®d)=U®(yd) =U®0=0.
Ainsi yS = 0 dans D’ (RQ) si et seulement si
JUeD (R); S=U®SE.

Remarques : 1) Ce résultat se généralise en dimension quelconque : yS = 0 dans D’(RN x R) si

et seulement si, il existe U € D'(RYN) telle que S = U ® 4.
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2) En utilisant lezercice 3.1, on déduit que si T = yT = 0 dans D'(R?), alors SuppT C {(0,0)}
donc T € E'(R?). Soit p € E(R?), on écrit en utilisant la formule de Taylor

p(z,y) = ¢(0,0) + zp1(z,y) + ypa(z, y),
\ [ty [ty
ol p1(x,y) = A 5, (12, ty) dt et p2(z,) = [) afy(tmy) dt, donc
(T, ) = p(0,0) (T, 1) + (2T, p1) + (YT, p2) = C (3, 9) ,
ce qui entraine T = Co ou C = (T, 1).

Solution 3.15. On sait que f * g est définie si /RN f(y)g(x—y)dy a un sens pour presque tout
r € RY,

Soient Ty, T, € D’ (]RN) les distributions associées auz fonctions f et g respectivement, comme
SuppTy = Supp f et SuppT, = Suppg alors Ty * Ty existe, Ty x T, € D'(RN) et on a pour tout
¢ € D(RV)

<Tf*Tgagp> :<Tf®Tg790A>7 ot SOA("I;7y) ZQD(.’IJ—Fy), (:U,y) GRN XRN‘
Sachant que Ty @ Ty = Tgy, avec f @ g € Llloc (]RN X ]RN), on a pour toute fonction ¢ € D (RN)
(Ty * Ty, 0) = (Trag, ™) /%RN o f 09 (@)@ & (z,y) dedy

= /N S @ g e(z+y)dedy (3.1)
RN xR

= (x,y) dxd —// (z,2)dxdz,
/A@NXRN y Y RN xRN

Y1(z,y) = f(2)g(y)p(z+y),

ou on a posé

V2 (z,2) = f(x)g(z —x)p(2).
La derniére égalité découle du changement de variables x = x, x+1y = z et d’apres le théoreme de

changement de variables 1o € L* (RN X RN) si et seulement si 1 € L' (RN X RN). Or

/A{N 1 (2, y |dxdy—// 1 (2, y)| dzdy,

ou K, = (Supp f x Supp g) N Supp ©®  est compact car Supp f et Supp g sont convolutifs. Soient

K1, Ky deux compacts de RN tels que K, C K1 X K2, on a donc

J Lo Vot @il dzdy < gl e, [ 1F @) lo ) ey,



D. Hamroun Exercices corrigés de Distributions 110

[ r@lla@ldedy = ([ 1r@lae) ([ oty ) <o

donc ¢y € L' (RN X RN) , ce qui entraine que 1)y € L (RN X RN) .

avec

Maintenant, d’aprés le théoréme de Fubing

p.p. 2 € RV, / |2 (z,2)| dz = |p (2 |/ z)| g (z — )| dz < o0,

et ce pour toute fonction arbitraire ¢ € D(RYN). Donc pour presque tout z € RN en choisissant

@ € D(RN) telle que p = 1 au voisinage de z, on déduit que
la fonction x— f () g(z —x) est dans L*(RY),

donc /N N f(z)g(z —2)dr a un sens pour presque tout z € RN. On conclut donc que f * g est
RY xR

définie presque partout sur RN et

Frglx)= |  f2)g(x—2)de

Montrons maintenant que f x g € Lloc( NY. Soit K un compact de RV

|f*g(2)|dz = dz < N x)| g (z — )| dxdz.
Js Jheces !

On introduit une fonction plateau ¢ € D(RYN), subordonnée au compact K donc ¢ = 1 sur un

Nf(ac) g(z—2x)dx

voisinage de K. On peut alors écrire

// HQ(Z—UC\dJUdZ—// \ [Wa(@, 2)] dadz,

ot o (z,2) = f(2) g (2 — ) p(2) € L'RN xRN) d’apres ce qui précede. Ainsi/ |fxg(z)|dz < o0
K

et on conclut que f x g € LZOC(RN).

Soit p € D(RYN),

Tg) = [ Fr9@e@d= [ [ 1@g(-a)da|o(z)ds

- /A&NxRN f(z)g(z — ) p(2)drdz,

d’apres le théoréeme de fubini et en comparant avec (3.1), on voit que
(Treg, ) = (Tf ¥ Ty, ), Ve € D(RY),

d’ott on conclut que

Tf*g = Tf * Tg.
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Solution 3.16. ST existe et définit une distribution sur R. Les fonctions x™,e** € C*°(R) donc

x2"(S«T),e**(S*T) € D'(R).

1) Pour tout ¢ € D (R)
(@™ (S*T),p) = (S=T,a"p) = (ST, %),

ot p = x"p et Y (z,y) = Y(xz +y) = (x +y)"o(x + ), (z,y) € R2. En utilisant la formule du

binome de Newton, on obtient
(@ (S*T),¢) =(S®T, i: Chaty" o (z+y))
k=0
=3 C{(@*8) ® ("), e (z+y))
k=0

= Z C5<(xk5) * (x”fkT),cp)
k=0
Par conséquent
2" (S«T) = Ci(z"S)* (a"*T).
k=0
2) Soit ¢ € D(R)
(e (S*T),p) =(SxT,e"p) = <S®T, <I>A>,

ot & = e et DX (x,y) = ®(z + y) = *@HWp(x +y), (z,y) € R%. Par conséquent

(e (S*T),p) = <S RT, e ey (x+1y) >
= ((e*8) @ (e™T), o (x +y))

= <(ea$5) * (eaxT),<p>.
Ainsi

e (S«*T) = (e**8S) * (e**T).

Solution 3.17. 1) D’aprés lezercice 5.15, la fonction f * g est bien définie sur R, f*g € L} (R)

et p.p. v €R
Fro@= [ Twe@-wdy= [ @@y,

ou I, ={y>0; x—y>0}.

> Six<0alors I, =0 et f+xg(x)= [y f(y)g(x—y)dy=0.
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T

> Six >0, I, =[0,x] etf*g(ac):%) fy)g(x—y)dy.
Ainsi

frg@ =H@) [ f)g@-y)dy

On aurait pu affirmer directement que f* g (x) =0 pour x < 0; f et g étant dans D', , leur convo-
lution l’est aussi.

2) f et H sont dans L}, (R)ND,, donc d’aprés ce qui précede

loc
Pl @ =H@ [ S @y dy=H@ [ [, oer

Dans D' (R), nous avons
(f+H) =f+H =fx5=Ff.

Ainsi f « H est une primitive de f dans D' (R). En fait f « H est la seule primitive de f dans D',
les primitives dans D'(R) étant alors f x H+ C, C € R.

Remarque : Soit T € D'(R), si T * H est définie, alors c¢’est une primitive de T .

3) f1H, foH € L}, . (R)ND, et d’aprés la premiére question

() (fo) = H @) [* 51 @) fa (=) dy.
Ainsi pour a,b € R

eH x " H (z) = H (z) /$

WbV gy = H (z) eb’:/ ela=0y gy,
0

0
On distingue deuz cas :
o Sita=10

eH xe"H (x) = H (x) e AI dy = xze""H ().

o Sia#b

a bx

1 x T _
st~ oL -

Solution 3.18. > §, * 8 existe car 64,0, € E' (R) pour a,b € R et on a

5a * 5b = Ta(sb = dea = 5a+b-
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> Soit a € R et m € N, 5o g (R) donc 5™ & T ewiste dans D/ (R) pour toute distribution
T eD (R) et
ST = (5T )™ = (7,7 )™

= Gy 5 TOM) = 1, (™)

donc la translation et la dérivation commutent.

> H € L},.ND, donc H* H existe, H+ H € L}, ND, d’apreés l’ezercice 5.17 et

loc loc
T
H* H (z) :H(x)/ H(y)dy = H ().
0
On vérifie facilement que pour tout n € N*

H+Hx..xH=——H.
_—

n fois

> La fonction x — e~ 1% est dans L'(R) puisque

+o0
/ |e_|x‘|dx:2/ e Tdr = 2,
R 0

donc la convolution e~ \*| x e=1#| egiste et définit une fonction de L' (R) (voir chapitre 1). De plus,
la fonction e~ *! étant paire, il en est de méme de la fonction el x 1%l Nous allons calculer cette

convolution pour x > 0.

0 +00
el 4 emlol () = / el ele—vl gy — / Ve lTvldy 4 / e Ve T gy,
R —00 0
On a donc pour x > 0
0 T 400
e el (z) = / e’e’ Tdy —|—/ e VeV dy +/ e Ve Vdy
—o0 0 T
1 —x —x 1 —x —x
=—e "+ e —|—§e =(zx+1)e ",

2

puis en utilisant la parité, on déduit que
el w el (2) = (Jz| + D) el zeR.
> Soit a > 0, on sait que e’ ¢ [ (R) et en intégrant par parties, on voit que

1
/ r2e= % dgp — —/ e~ g < 0.
R 20 JR

Ainsi 22e=%" € L' (R) et la convolution e~ %" % (mze*aﬁ) existe dans L' (R).

Posons f(z) = e~ z € R, on sait (voir U'ezercice 1.13 ) que

Frfla)=e " xe ¥ (2) = \/g exp(—% z?).
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De plus f € C* (R) et

f(z) = —2are " = —2azxf(x), f"(z)=—2af(x)+ 4022 f(x),

d’ot
P f = o5+ 20)
Par conséquent
e~ x (:UQe*aﬁ) = ﬁf * f + %f x f
= () e e
1 T

> On applique lexercice 3.17 : (mzH) % (sinaH), (coszH)* (x3H) et (sinzH) x (shxH) existent

et apres calcul, on trouve

x

(22H) = (sinzH) =H / y?sin (z — y)dy = H (2cosz + x2 — 2),
0
€T

(cosxH) * (x*H) =H / y> cos (x — y) dy = 3H (2cosz + 2% — 2),
0
z 1

(sinzH) * (shxH) =H / shy sin (x —y) dy = §H (shx —sinz).
0

1
> &), € E'(R) donc la convolution 8!, x Vp — existe et
x

1

/ L 1y 1

H H H
> H+Pf— existe car H, Pf— € D',. De plus, (voir 'exercice 3.17) H* P f— est la seule primitive
x x x

de Pf— dans D,. Par conséquent, voir l’exercice 2.23
T
H
HxPf— = Hln|z|.
x

> Les fonctions 1j,p) €t li.q sont a supports compacts donc leur convolution existe et comme

1/[a p) = 0a — 0 dans D' (R), alors

"
(Vo * Lea)” = Yoy * Lo = (00 = 68) * (6 = 8a) = Sare — Satd — Obse + Opra-

> Les fonctions sont dans L' (R) , donc leur convolution existe et est dans L'(R).

1 x
1422 (14 22)?

1 —2x
NOtOﬂSf:m, alOTSf,:m et
1 e 1, 1 ,
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Soit x € R
1

frio= A@ (1+y?)(1+ (z ~y)?) "

On décompose la fraction rationnelle en éléments simples, en considérant le cas ot x # 0, on trouve

1 1 (§y+1 —fy+3)
I+ (1+ (@ —y)?) L+a? l4y? 1+ (z—y)?/

ce qui entraine que

11 ) 1 ) o0
fxflx) = T2 (ELog(l +y%) + Arctgy — ;Log(l—i— (y —x)*) 4+ Arctg (y—x))‘i
1 1 1+9° +oo o
- o+ ~Log —— 2 [T = .
1+a;2(7T+ Ogl—f—(y—{L‘)Q)‘—oo 1+ 22
Ainsi f x f =27 f donc
1 T 2mx

/
* =—7f = ——=.
1 +.’IJ2 (1 +$2)2 f (1 +.’E2)2
Solution 3.19. Soit T une distribution, on note T~' ses inverses de convolution. On rappelle que

dans D', si un inverse existe, il est unique.
+7 ’

> Comme 8' * H=H' =6, alors H' = 6 et (0)"' = H dans D'.. De plus si T € D'(R) est un
inverse de &' alors T8 =T' = § donc T est une primitive de 6. Par conséquent T = H+C, C € R.
Soit S € D'(R) un inverse de H alors SxH = 6. Comme S* H est une primitive de S, alors &' = S.

Par conséquent &' est l'unique inverse de convolution de H dans D'(R). On a donc
H'=¢§ dans D, et D'(R),

et
1 H dans D',
( H+C, CeR  dans D'(R).
> Soit a € R, on cherche T dans D!, telle que (' —ad) * T = 0 c’est-a-dire T —aT = 6. On
consideére I'équation différentielle : v — ay = 0 dont la solution générale est yp, = Ce*®, C € R.
Ensuite, on détermine la solution particuliére y, satisfaisant la condition y,(0) = 1. Elle est obtenue
pour C =1 et donc y, = e**. Par conséquent

.{ e H dans D!,

T=(8~ad)™t = {
( eH+Ce™, CeR  dans D'(R).
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-1
> Soit A € R, déterminons ((5” + )\25) dans D', et D'(R) .
Pour cela, résolvons 'équation différentielle y" + X2y = 0. i)\ sont les racines de son équation
caractéristique r> + X2 = 0. Nous distinguons alors deux cas :

© Si A # 0 alors la solution générale de I’équation différentielle est
yp = C1cos (Az) + Casin (Ax), Cp,Cy € R.

On détermine la solution particuliére y, qui vérifie les deuz conditions : y, (0) = 0 et y/, (0) = 1.

1 .
Apres calcul, on trouve que y, est obtenue pour C1 =0 et Cy = " c’est-a-dire y, = sm()\)\x)' On a
donc
:r Sm(}\)\:t)H dans D',
((5/,+)\2(5)_1 — {
sin(Az) ) ,
t ) H + Cy cos (Ax) + Cysin (Ax),C1,Cy € R dans D'(R).

o St A =0, la solution générale de ’équation différentielle est
yp =Cr1+ Cox, C1,C2 €R
et la solution particuliere y, vérifiant y,(0) = 0 et y,(0) = 1 est y, = x. Par conséquent

xH dans D',
(5//)71 —

e N

zH + Cy+ Cox,C,Co e R dans D/(R).

~1
> Soit A\ € R*, déterminons ((5” — )\26) dans D', et D'(R) .
Il faut résoudre léquation différentielle " — N2y = 0 dont I’équation caractéristique est r> — \? =

(r—=X)(r+X) =0. La solution générale de I’équation différentielle est

yn = C1™ + Cae™™*, C1,Cy € R.

On détermine ensuite la solution particuliére y, qui vérifie les deux conditions : y, (0) = 0 et
1 _
y; (0) = 1. Apres calcul, on trouve que y, est obtenue pour Ci = o\ et Cy = BTN c’est-a-dire
h(\
Yp = i ()\a;) On a donc
:{ Sh(;x)H dans D!,
(5// _ )\25)—1 — {
Sh()\.%') Az -z /
t TH—FCle + Cse ,C1, 02 € R dansD(R).
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Remarque : On peut aussi utiliser le calcul symbolique dans D', . Suivant la factorisation de

l’équation caractéristique, on peut verifier que
8" = X25 = (6" — X0) * (0' + \)).
Par conséquent dans D',

(8" = AN285)"L = (6" = X&)t (0 + N)

=eMHxeMH=H /:D N NEY) gy = Sh(;\x)H.
0
> En procédant comme pour les exemples précédents, on trouve
( (e2* —e*)H dans D!,

(8" — 30" +20) ! = {
L (622: . BI)H + Clef + C2625E, Ch 02 cR dans D/(R)

> Soit T = H + " et soit S € D'(R) un inverse de convolution de T donc T xS = H xS+ 5" =9.

Comme U = H x S est une primitive de S alors ’équation précédente s’écrit
U+U® =Ux (54 6@) =4,

de sorte que U est un inverse de 6 + 6©). On détermine comme dans les exemples précédents les

inverses de & + 6®). La solution générale de Uéquation différentielle y® +y =0 est
x 3 3
yp, = Cre™ " +e2 (02 CoS \2[$ + C3sin \2[;10), C1,C9,C5 € R.

La solution particuliére y, qui vérifie les conditions

est obtenue pour Cq = %, Cy = %1 et C3 = —=, c’est-a-dire

f7
Yp = 1(ez+e§(—cos\é§x+\/§smfﬂf))-

w

Ainsi
( ypH dans D',
(646@)~1 = {
CypH +yn, CieR dans D'(R).
Comme y,(0) = 0 alors S = (y,H)" = y,Hest l'unique inverse de T dans D', et D'(R) car y;, * H

n’est pas définie.
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Solution 3.20. 1) Soit T = (sinz) H, alors
T' = (sinz) H + (sinz) H = (cosz) H + (sinz) 6§ = (cosx) H 4 (sin0) § = (cosz) H.
De méme
T" = — (sinz) H + (cos0)§ = — (sinz) H +§ = =T + 6.

Ainsi T € D', est la solution de I’équation différentielle T" +T = 0 : on dit que T est la solution
fondamentale de Uopérateur L(u) = u” + u dans D', .

On a donc

T« (5" +6) =6,

ce qui signifie que

T'=6"+06 dansD,.
2) > Soit S = (cosx) H alors 8" = (—sinx) H + 0 et S = (—cosz) H+ ¢, donc
S'+8=6=8x%(6"+9).

Par conséquent

Su (57 48+ (3) " =5

ce qui entraine
S = (8" +08)% () = (8" +6)xH=56"+H dans D,.
> Soit U=e""H, alorsU' = —e *H+0 doa U +U =§ =U (0’ + ). Par conséquent
Ul=6§+6 dansD,.
> Soit V=e"H+§ alors V' =e*H+ 8§+ donc V' —V =4, Ainsi
V= (8 =58) (&) = (8 =8)« H=06—H dans D).

Solution 3.21. > L’équation T' — T = ¢ signifie que T est un inverse de convolution de (8" — ).

Par conséquent
.{ e H dans D!,
T —
| eH+Ce*, CeR dans D'(R).
> L’équation T" — 3T" + 2T = &' + § s’écrit aussi T * (6" — 30" + 26) = &' + 5. Par conséquent les
solutions de I’équation sont

T = (8" =36 +28)" % (8 +9).
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Comme (voir Uezercice 3.19)
(6" =35 +26) " = (¥ —€¢")H dans D,
alors on obtient
T = (% — ) H o (5 +8) = (e — ) H + (¢ — o) H
= (3¢** —2e") H dans D).

En appliquant le principe de superposition des solutions, on voit que les solutions dans D'(R) sont
obtenues en addititionnant la solution trouvée dans D', et la solution de Uéquation différentielle

homogeéne. On a donc
T = (3¢* —2¢") H + Cre” + C2e™, C1,Co €R  dans D'(R).
Solution 3.22. f € C*(R), donc dans D',
F' =fH+fi=fH+f(0)é=fH,
F' = (f'H) = f"H + f'6 = f"H + ' (0)5 = f"H +35,

FO = (f"H+6) =fOH4+ f(0)0+8 = fOH 425+ 6.

Par conséquent
F® —4F" + 5F —2F = (f® —4f" +5f —2f) H+ 6 — 25 = ¢* H + ' — 20.

Autrement dit

F o (0 — 45" + 56 — 26) = > H + &' — 26,

et donc

F= (58 —45" +55 —26) " % (*H +8 —25) dans D).

Comme r® — 4r? + 5r — 2 = (r — 1)*(r — 2) alors dans D/,
(6@ — 46" + 55" —25) " = (xe" H) x (" H),

d’ou
F = (xe"H) * (e**H) x (62IH + (esz)_l)

= (ze"H) * (ze** H) + ze*H

= H(e*(z —2) +2¢(x + 1))
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Solution 3.23. > Comme pour f € Lj,.(R)ND/,
z —
A (x—y)e" Vf(y)dy = (ze"H) * f,

alors l’équation donnée s’écrit

(ze"H)x f =g.

Par conséquent

f=(xe"H) ' xg dans D'
Sachant que xe®H = ¢*H x e*H, on obtient
(we"H) ' = (e"H +e"H) ' = (e"H) " (e"H) ' = (0 = 6) » (' = 6) = 6" — 20’ + 3,

d’ott on déduit que

f:((5”—2(5’+5)*g:g”—2g’+g dans D', .

> Dans D',
/ sinyf(r—y)dy =g (z) < (sinzH) * f = g,
0

done (voir lexercice 3.20)
f=(sinzH) ' xg= (5//+5) xg=9g"+g.
> De la méme maniere, [’équation
z .
)+ [Csinyf@—y)dy=g(@)
est équivalente & Uéquation de convolution dans D
f+fx(sineH)=fx*(0+sinxH) =g,
d’ot
f=(+sinzH) 'xg.

Posons T = §+sinzH alors T" +T = 0"+ 25 =T x (6" +0). Par conséquent (voir lexzercice 3.19)

sin(v/2z)

Tfl — (5”—1—25 —1 5//+5 —
( )7 ( ) 7

H x (0" + )

_sin(v2z) 7 sin(v2z)
= (TH) =5 1
_ _ sin( 2:U)H Lo

V2
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et on conclut que

f:g—(sm(\/\gx)ﬂ)*g.

Remarque : Dans les deux premiers cas, des hypotheses supplémentaires sur g sont nécessaires
pour conclure que la solution f est dans L} (R).
Solution 3.24. Nous allons appliquer la formule des sauts pour déterminer les dérivées premiéres

of , of

BT e 3 Le bord de D est formé de deux demi-droites I'1 et I'y définies par
x

Iy ={(t:2) R} xRL; t=af, Tp={(t,2) R} xRL; t=—a},

et les mormales extérieures unitaires correspondantes sont respectivement

1 —1
v = ﬁ(_l’ 1) et wvy= \ﬁ(l’ 1).
Comme [flr, = [flr, = —1 ([f]r, désigne le saut de la fonction f a travers la courbe I';) alors dans
D'(R?)
O - L or wor) e 2L Lo 1o

ot 2 o 2
Ainsi pour tout ¢ € D(R?)

Gro#) =750 +on0) = o[ et + [ elta))

400 0
= / o(z, z)dz —|—/ o(—z,z)d.
0 —00
De méme, pour tout ¢ € D(R?)

o +o00 0
(a—i, Q) = —/) o(z, z)dx + /700 o(—z, x)dz.

Soit o € D(R?), on écrit

Ff o 0*f __,0F O¢ af O¢

) /_OOO(_ %;(—m,l‘) N gi(_x,m))dm

+o0o 890 8@
—A (a(:c, x) + %(x,x))dx
+oo

= /_OOO %(S"(—x,x))dl‘ —[) %(gp(a:,x))dx

= 2(0,0) = 2(J(0,0), )

Ainsi
10°f  f (T2
1 2 82
donc if est une solution fondamentale de 'opérateur des ondes — — —— dans D'(R?).
x

o? 0
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Solution 3.25. La convolution T x P est bien définie et de plus T x P € C*°(R). Par conséquent
T % P est un polynome de degré inférieur ou égal a n si et seulement si, sa dérivée d’ordre n+ 1 est

nulle. Or

(T 5 P)"+D) = 75 ptl) — T4 0 =0,
d’ou le résultat.

Solution 3.26. L’intégrale / a(y) f(x—y) dS(y) représente la convolution de la distribution simple
S

couche adg (@ support compact) par la fonction f € C(RN) et on sait qu’alors (a 55) * [ est une

fonction de classe C*® sur RV,

Soit f(x) = |z|?, x € RN, on a
G+ (@) = [ o=y as) = [ (o =22y +1yf") as)

= (|z|*> + 1)mes(S) — 2z - /Sy dS(y).

Comme la normale unitaire extérieure v a S en tout point coincide avec le rayon vecteur, ¢’est-a-dire

v(y) =y pour tout y € S alors en appliquant la formule de la divergence, on voit que / y dS(y) = 0.
S

Par conséquent

dg * |z|? = mes(S) (|Jz|* + 1).



CHAPITRE

4

LA TRANSFORMATION DE FOURIER

Espace de Schwartz S, les distributions tempérées, la transformation de Fourier des
fonctions et des distributions, séries de Fourier des distributions périodiques, la convo-

lution, application a la résolution des EDP.

4.1 Rappel de cours

4.1.1 Les distributions tempérées
e Espace de Schwartz S(R")
Définition 4.1. S(RY) noté aussi S est l’espace des fonctions indéfiniment différentiables ¢ :

RN — R (ou C), a décroissance rapide, c’est-a-dire pour tous a, 3 € NV ‘ 1|im 229 p(x) = 0 ou
T|—00

encore x*0P ¢ est bornée sur RN, ou de maniére équivalente la fonction (1 + |z|>)k0°%p est bornée
sur RN pour tous k € N et 5 € NV,

On définit la convergence dans S comme suit

Définition 4.2 (Convergence dans S). Soit (¢n)n C S, on dit que la suite est convergente vers ¢

123
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dans S si pour tous a, § € NN
Jim |2%0” (on — @)l Lo (mry = 0,
ou de maniére équivalente si pour tous k € N et € NV
Tim [[(1+ o250 — )l o) = 0.

Il s’ensuit que D(RN) C S € E(RN), ces inclusions étant topologiques et denses, de méme que
les inclusions S C LP(RY), pour tout p € [1,00[ mais S n’est pas dense dans L=(RY).
Noter que S est stable par dérivation mais pas par multiplication par toutes les fonctions C*°. Les

multiplicateurs de S sont les fonctions définies ci-dessous

Définition 4.3 (Multiplicateurs de S : fonctions C* a croissance lente). Une fonction f € C>°(RN)
est a croissance lente si pour tout o € NV il existe k € N tel que la fonction (1 + \x!2)7’“8°‘f est

bornée sur RY. L’ensemble de toutes ces fonctions est noté Oy (RY).

O (RN contient S et toutes les fonctions polynomiales.

e Distributions tempérées

Définition 4.4. Une distribution tempérée est une forme linéaire et continue sur S(R™). L’ensemble

de toutes les distributions tempérées est le dual de S(RN) noté S'(RN) (ou plus simplement S').
S’ est identifi¢ & un sous-espace de D'(RN) grice a lapplication injective

LeS =Ly . €DRY)

RrRN)

Caractérisation : Une forme linéaire sur S est continue si et seulement si, il existe une constante

positive C' et un entier naturel m tels que

(L) <C max 1L+ [2) 0%l oo vy, Voo €S-

Par conséquent une distribution tempérée est d’ordre fini.

Propriétés : 1) S est stable par dérivation et par multiplication par les fonctions de Oy (RY) et

(0°T, ) = (=1)*NT,0%), (fT.¢) = (T. fe),

pour tous T € S', f€ Oy, a €NV et o€ S.
2) E'RN) C &, de méme que LP(RYN) C &', pour tout p € [1,+00].
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8) Si une fonction f € Ll (RN) est a croissance lente, c’est-a-dire que (14 |z|?)7Ff € LY(RN)

loc

pour un entier k € N, alors elle définit une distribution tempérée.

1 1
Ainsi Log |z| € S'(R) puis par dérivation Vip — et toutes les parties finies Pf — sont dans S'(R).
x x

La convergence dans S’ est définie comme suit

Définition 4.5 (Convergence dans §'). Soit (T},), C S', (Tn)n converge vers T dans S’ si

lim (T3, 0) = (T, ), Vp€S.

n—oo

Ainsi, on obtient les inclusions topologiques et denses suivantes : &' (RY) c &' ¢ D'(RY).

4.1.2 Transformation de Fourier (T.F.) des fonctions
e T.F. dans L!

Définition 4.6. Soit f € L'(RN). On appelle T.F. de f la fonction notée F(f) ou f définie sur
RN par

F& =F(He) = | flw)e*<da.

On appelle T.F. conjuguée de f, la fonction qu’on note F(f) définie pour tout & € RN par :

F0© = [, Fa)e*de.

Les transfomations F et F sont linéaires et sont liées par les relations suivantes
— v M
F(f) = F(f) = F(f)

Par conséquent, les deux transformations ont des propriétés similaires.

Exemple : T.F. de la gaussienne : Soit « > 0, la T.F. de G,(z) = e~ est donnée par

G- (O g (¥

(67 «

L (8)-

Pour le calcul, on considére le cas N =1 et on vérifie que

(@) = o Gay €CR, Gal0) =

)

N

d’ot on déduit la valeur de G, en dimension 1, puis en dimension quelconque, en utilisant le théo-

réeme de Fubini.

Quelques propriétés : Soit f € L'(RY) alors
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i) f est continue et uniformément bornée sur RN et on a || f]loe < ||f||1. De plus |§\£I£oo fle)=o,
i) F (Myf) = AV F(f), AeR~
iii) F(raf) = e F(f) et F(e'*f) = 1a(F(f)), a€RY,
i) Si 0%f € LYRN), a € NV, alors F(0%f) = (i€)™ F(f),
v) Siz®f € LY(RYN), alors 8*f existe et est continue sur RN et on a 0°f = (—i)l® F(af),
vi) Si g€ LY(RYN) alors F(f * g) = F(f) F(g),
vii) Si g € LY(RY) alors A&N f(u) g(u) du= A{N f(v) g(v) dv (formule de transposition),
viii) Si f € LYRYN) alors Fo F(f) = Fo F(f) = 2m)N f p.p. dans RN (formule d’inversion
dans L'). On en déduit que F o F (f) = (QW)N}/C et F est injective sur L' (RY).

e T.F. dans S et dans L2

Comme S C LY(RYN), la T.F. est bien définie sur S et on montre que

Théoréme 4.1 ( T.F. sur S). L'opérateur F: S(RYN) — S(RN) est un isomorphisme, d’inverse

Ft = 2n)"N F. De plus, la convolution est stable dans S(RN) avec
F(fx9)=F(HF(9), F(fg)=@m)"F(f)*Flg), VfgeSRY)
On donne également la formule de Parseval dans S(RY) :
f@)g(@) de = (2m)™N [ (€)§(€) d¢, Vf,geSRY),
RN RN
d’ou l’on déduit la formule de Plancherel :
N
1£lly = (2m)~= [Ifll2s Vf e SRY).
Ce résultat permet d’étendre la définition de la T.F. a L?, en utilisant la densité de S dans L.

Théoréme et Définition 4.1. Soit f € L2(RY) et soit (fn), C S(RY) telle que (f,),, converge
vers f dans L*(RY). Alors la suite (F (fn))n converge dans L*(RY). Sa limite, indépendante de la
suite (fr),, chotsie, est appelée T. F. de f et est notée F(f) ou f. De plus, si f € LYRN)n L2(RY),
alors sa T.F. dans L*(RN) coincide avec sa T.F. dans L'(RV).

De plus, on a
Théoréme 4.2. Lopérateur F : L2(RY) — L2(RY) est un isomorphisme d’inverse
Fl=0©nNF,

et les formules de Parseval et de Plancherel sont vraies pour des fonctions de L*(RY).
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4.1.3 Transformation de Fourier des distributions

En accord avec la formule de transposition, on pose

Définition 4.7. Soit T € S'(R"N), on appelle T.F. de T, la distribution tempérée notée F(T) ou T
définie par
(F(T),¢) = (T, F(¢)), Ve eSERY).

F est définie de maniére similaire.

On wvérifie alors que si f € LYRN) U L2(RY), alors F(Ty) = Tr(y), de sorte que la T.F. des

distributions généralise celle des fonctions.
Exemple : F(6) =1 : (F(0),¢) = (6, F(¢)) = (0) = A@N p(x)dz, Yo € S(RY).

Comme pour les fonctions, nous avons les propriétés suivantes

Quelques propriétés : Soit T € S'(RY) alors
i) F(ILT) = MY ILF(T), \eR*,
i) F(1,T) = e7%¢ F(T) et F(e'*T) = 7,(F(T)), acRY,
iii) F(0°T) = (i&)™ F(T), a € NN et 0°T = (—i)lel F(2°T),
i) FoF(T) = FoF (T) = (20)N T ou encore Fo F(T) = (2m)N T.

De plus
Théoréme 4.3. Lopérateur F : S'(RY) — S'(RY) est un isomorphisme d’inverse
Fl=(@n) NF
Exemples Comme F(6) =1, on déduit que
F(6,) = e, F(el) = (2m)NV6,, Va € RY,
F(0%6) = (i€)*, F(z%) = (2n)N9*5, Va € NV,
4.1.4 T.F. des distributions et convolution

Théoréme 4.4. Soient T € S'(RN) et f € S(RY), alors T * f, F(fT) € Opr et on a

T f(x) = (T, maf) = (T(w). f(z — 1)),
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FT+f)=FO)F(f) et F(T)=2m) NF(T)«F(f) = (T(x),e” " f ().

De plus, si T € ERN) et f € SRY), alors T x f € S. En particulier si T € E'(RN), alors
.F(T) € OM et
F(T)() = (T(x),e”").

En fait, si T € E'(RN) alors F(T) est la restriction a RN de la fonction holomorphe z € CN
(T(x),e" ™). Il en résulte que F(T) n’est jamais & support compact, une fonction holomorphe ne

possédant que des z€ros 1solés.

Théoréme 4.5. Soient T € E'(RY) et S € S'(RY), alors T+ S € S'(RV) et

F(T % 8) = F(T) F(S).

4.1.5 Séries de Fourier des distributions périodiques
e Distributions périodiques

Définition 4.8. Une distribution T € D'(R) est dite périodique de période p > 0 ou p-périodique si
I =T.
Exemple : Le peigne de Dirac de pas p : III, = Z Onp-

nez
Noter que le peigne de Dirac est une distribution tempérée. Plus généralement, on vérifie qu’une
série de la forme Z andnp est convergente dans S’ si et seulement si, la suite numérique (a,), C C

neL
est a croissance lente, c’est-a-dire :

3C >0, meN; |a,| < C|n|™, Vn € Z*.

Rappelons qu’une série de la forme Z Uy, est convergente si les deux séries Z Uy, et Z G—m sont
neL n>0 m>1

convergentes.
Définition 4.9 (p-partition de l'unité). Une p-partition de l'unité est une fonction 8 € D(R) telle

que Z Topt = 1 sur R.
nez

On montre alors que toute distribution 7' € D'(R), p-périodique est tempérée. En effet
T s’écrit T = (0T") = 11, ot O est une p-partition de l'unité quelconque. Ainsi T est la convolution

d’une distribution a support compact et d’une distribution tempérée, par conséquent T’ est tempérée.
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e T.F. et série de Fourier du peigne de Dirac

La T. F. du peigne de Dirac 1, = Z Onp est donnée par
nez

2
F(II) = wllly =w Y Spy  w=—. (4.1)
nez p
Le développement en série de Fourier du peigne de Dirac 11, s’écrit
1 , 27
oI, = - 2 et = —, (4.2)
Z)nEZ p
et est appelée la formule de Poisson. Elle s’obtient a partir de (4.1) en écrivant

- }'(%emw), (4.3)

et en utilisant linjectivité de la T.F. sur S'. En testant la formule de Poisson par ¢ € S, on obtient
pour p = 27 la formule sommatoire de Poisson

Y en) = Flp)(2mn). (4.4)

nez ne”L

e T.F. et série de Fourier d’une distribution périodique

Si T est une distribution p-périodique quelconque, on écrit T' = (6T) x 111, ou @ est une p- partition

de l'unité. On a 0T € £ et 111, € S’ donc
F(T) = F(0T) F(Ip)

avec

F(OT)(€) = (0T, ™) = (T, e ™).
En utilisant (4.1), on obtient

F(T) = F(T) wlil, =w »_ F(OT) bpe
nez (4.5)
=w Z F(OT)(nw) dpe =: Z an(T) dpw-

nez nel

On vérifie que lexpression de o, (T) = wF(0T)(nw) est indépendante du choiz de 6. On utilise

ensuite (4.3) pour écrire

F(T) = Z o (T) ]:(%einwx) _F <Z %an(T) einwx) ’

ne”Z neZ
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et on déduit le développement en série de Fourier de T

T =Y Cp(T) €™, Cu(T) = %an(T) = ;I(GT)(W), n € Z. (4.6)
neEL

Réciproquement, connaissant le développement en série de Fourier (4.6) de T, on peut calculer sa
T. F. a partir de cette expression.

Noter que le développement en série de Fourier des distributions généralise celui des fonctions, voir
a cet effet lexercice 4.29. La somme de la série de Fourier d’une fonction représente toujours la
fonction dans S'. Les coefficients de la série de Fourier d’une distribution ne tendent pas toujours

vers 0, comme dans le cas d’une fonction; néanmoins, ils sont a croissance lente.

Exemple : La fonction f = x — E(xz) (ot E(x) est la partie entiére de x) est une fonction

1-périodique. Son développement en série de Fourier est (pour plus de détails, voir l’exercice 4.28)

1 ) 1 5
= 3 + QL — 2T dans S’
& nezL* n

Par conséquent sa T.F. s’écrit
1
F(f)y=m6+1i Y —0en dans S’
nez* n
Le développement en série de Fourier de f' est
fl=— Z 2™ dans S'.
nezx
Noter que E' = 111} dans D'(R) donc f' =1 — 11y, et on retrouve la formule de Poisson, a partir

du développement en série de Fourier de f'.
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4.2 Enoncé des exercices

Exercice 4.1. Les fonctions suivantes sont-elles dans S(R) ?

1
el e e cosa, cos(e™), e cos(e™), (15 22)100°
€T

Exercice 4.2. 1. Montrer que la suite de fonctions (%e‘“’j)n converge dans S(R).

2. Soit p € S(R) et soit les suites de fonctions définies sur R par

eu(@) = e p(n), dula) = ().

FEtudier la convergence des suites (¢n)n €t (¥n)n dans S(R).

Exercice 4.3. Les fonctions suivantes définissent-elles des distributions tempérées sur R ?

—172 172 T

el e e cosz, €7, cos(e”®),
T o T T| T 1 24100
e®sin(e”),  e*|sin(e”)], (TSI (I4+27)".

Exercice 4.4. En utilisant la définition, montrer que les distributions suivantes sont tempérées
1 H
H, Vp—, Pf—.
x T

n $2k

Exercice 4.5. 1. Soit la suite de fonctions définies sur R par f,(x) = Z R Montrer que
k=0
(fr)n C S'(R), que (fn)n converge dans D'(R) wvers une fonction f a déterminer mais ne

converge pas dans S'(R).

2. Montrer que les suites de fonctions suivantes convergent vers § dans S'(R)

fulz) = 5 11 1(2), gn(z) = % e~ (ne)?

Exercice 4.6. Soit f € L'(R). Montrer que si f est une fonction paire alors sa T.F. aussi et elle

est donnée par

N o)

f©) =2 [ r@)cos(ér) da.
Qu’en est-il si f est impaire ?

v
Exercice 4.7. Soient f,g deuz fonctions définies sur R par f = e " H et g =€ H.

1. Calculer les transformées de Fourier de f et g.
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2. Déterminer la convolution f x g.

3. Déterminer la T. F. de f x g de deux maniéres différentes.

Exercice 4.8. Soit f la fonction définie sur R par f =1_1 1.
1. Calculer la T.F. de f et vérifier que c’est une fonction continue sur R. Est-elle dans L*(R) ?
Est-elle dans L*(R) ?
2. Déterminer la convolution f* f et sa T.F. Que donne la formule d’inversion & partir de cette
T.F ? Déterminer l'intégrale
+00 gin? ¢

e cos(§x)d¢, x €R.

Exercice 4.9. Soient b > a et a > 0. Montrer que pour tout £ € R, on a

(b
Fllun(©  =2exp(—ie%20) Sm(; )

2 1
= o FETmEO=

Flem*)(€)

Exercice 4.10. Soit f, la fonction définie sur R par fo(z) = e““g, a> 0.
1. Rappeler la transformée de Fourier de fq.

2. En utilisant la T.F., déterminer la convolution f, * fg, pour o, 3 > 0.

Exercice 4.11. 1. En utilisant la T.F. de la fonction e~ %! déterminez les valeurs des intégrales
+o0 1
———dzx, m=2,3,4.
oo (L4227
N y 0 gin™ x
2. Calculer d’une maniére similaire les intégrales —dz, m=2,3,4.
— oo T

Exercice 4.12. 1. Rappeler la T.F. de la fonction f(x) = e~ 17l puis déterminer les T. F. des

fonctions T, f et A f pour a, A € R*.

2. Trouver la T.F. de la fonction g(x) puis en déduire les T. F. des fonctions

- 1+ 22
1 1 1 x

? 9 9 5 )\, GR*
A2 + 22 1+ (x—a)? 14z+22" (1+22)? ¢

Exercice 4.13. Déterminer les T.F. des distributions tempérées suivantes

sin(ax) ) x
>0), : .
(a ), xsinx 722

¢ (a € R), cosz,

v
Exercice 4.14. Soit T € §'. Déterminer F(T) en fonction de F(T) et déduire la parité de F(T)

en fonction de celle de T'. Déterminer alors F(H).
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Exercice 4.15. Montrer que les distributions suivantes sont tempérées et déterminer leurs T.F.
1 1 H
Vp—, Pf—, Infz|, Pf—.
x T x
Exercice 4.16. Calculer F(1|_,, ) pour tout n € N* et en déduire F(1).

Exercice 4.17. 1. Déterminer F(5), k € N*.

2. En utilisant la T.F. montrer que les solutions de l’équation z™T = 0 dans S’ sont de la forme
n—1

T = Z C’ké(k), ot les C, sont des constantes arbitraires.
k=0

Exercice 4.18. Pour e > 0, on pose H.(x) = e **H(z), z € R.

1. Montrer que ces fonctions définissent des distributions tempérées et calculer lin% H. dans S'.
E—r

1 1 1
2. En déduire que § = — lim ( — — . ) dans S'.
2im e—=0\x —1e  x +1ie

Exercice 4.19. Montrer que |x| définit une distribution tempérée sur R. En utilisant |z|” montrer

1
que F(|z|) = C1Pf e + C20 ot Cy et Cy sont des constantes a déterminer.
(Vm)N e RN
(Vayw © o R

1. En utilisant un argument de prolongement holomorphe, montrer que

Exercice 4.20. On rappelle que pour oo > 0, }"(e_a‘xp) =

N g
Fe) = Eﬁi;v e, VyeC; Rey >0,
v

V7 €tant la détermination principale de la racine carrée dans C\R™.

2. On pose v, = o +1if ot (an)n C RY est une suite tendant vers 0 et B € R*. Montrer que

1Lm el = =Bl Gans S et en déduire Fle~Blaly,
n—oo

Exercice 4.21. Trouver une solution fondamentale de l’opérateur

LT)y=TW —7" 4+ T

Exercice 4.22. Soit S,T € £'(R) telles que S« T = 0. Montrer qu’alors S =0 ou bien T = 0. Le

résultat est-il vrai si 'une des distributions n’est pas a support compact ?

Exercice 4.23. Soit A € R*, f € L*(R) et soit T € S’ telle que T + XN2T = f. Montrer qu’alors
T € H4R) c’est-a-dire T®) € L*(R), 0 <k < 4.

Exercice 4.24. Soit f,g € L>(RYN). Montrer que
F(fo)=0@m) Nfxg et frg=(@m) "F(f9),

puis en déduire F(f * g).
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Exercice 4.25. Pour ¢ € S(R?), on pose (T, p) = / o(z,x) de.
R
1. Montrer que T € S'(R?).
2. Montrer que pour ¢ € S(R?), (T, ) = lir(lgl+ I.(¢) avec I.(p) = / 6_55292(5,5) dé€.
e— R

3. Montrer que I.(p) = C //2 e_y2<p(x, 2v/ey—1) dzdy ot C > 0 est une constante a déterminer
R
puis en déduire T.
Exercice 4.26. Soit (a,), C C, montrer que Z ane™ € S’ si et seulement si, la suite (ay), est

ne”Z
a croissance lente.

Exercice 4.27. 1. Soit 0 < a < 1, en utilisant l’identité de Poisson, montrer que le développe-

ment en série de Fourier de la distribution T = Z(5n+a — Op—q) est
nel

T=4 Z sin(27na) sin(2mnx).

n>1

2. Déterminer le développement en série de Fourter de la distribution Z o
neL

Exercice 4.28. Déterminer le développement en série de Fourier de la fonction f définie sur R par

f(x) =2 — E(x) et en déduire sa T.F. Calculer ' dans D'(R) ainsi que sa T.F.

Exercice 4.29. Soit f une fonction p-périodique, on note fp, = fljg,| et on suppose que f, € L?(R).

Montrer que f = f, * I, puis que les coefficients de Fourier de f sont donnés par Cy,(f) =
1=
Sfp(nw),  w= =%

Exercice 4.30. 1. Soit f et g deuz fonctions p-périodiques et localement intégrables sur R. On
P 1 (P
pose f () = [ f(w)a(z — v) d.

(a) Montrer que f " g est bien définie sur R, p-périodique, localement intégrable sur R et de

2

o p .
Wy ROT pourn k€ Z ot w = R

plus f 4 g=g " f. Calculer e
1
(b) Soit O une p-partition de l'unité, montrer que f “ g=—(0f)*g.
p
2. Notons D;D I’ensemble des distributions p-périodiques sur R. Soit S, T € D;,, on pose S AT =
1
—(0S) = T.
p
(i) Montrer que S YT est bien définie et p-périodique.

g P ‘ .y
(ii) Montrer que la convolution * est commutative et associative sur D;).

(iii) Etablir la relation suivante entre les coefficients de Fourier des distributions S, T € D;

et SXT : Co(S ¥ T) = Co(S)Cu(T), Vn € Z.
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() Calculer 111, i pour T € D, et déduire I’élément unité pour la convolution ¥ des

distributions p-périodiques. Calculer H_I;, i pour T € D;,, que peut-on en déduire ?
(v) Etudier le probléme d’existence et d’unicité de l'inverse pourﬁ dans D,,.
(vi) Soit A € R, déterminer les distributions p-périodiques solutions de l’équation

X % (IIT, — ATI,) = III,,

Exercice 4.31. Résoudre les problémes suivants en utilisant la T.F., f et g étant des fonctions

données dans L*(R)
Ou + Coyu =0, (t,z) e R* xR, w(0,z) = f(z),z € R, (C €RY),
8§u—|—85u:0, (z,y) GRXR:—’ u(z,0) = f(z), EI_E u(z,y) =0, x € R,
y 00

RPu—C?Pu=0, (t,x)eR* xR, u(0,z)= f(z),0u(0,z)=g(x), r € R, (C >0),

ou—C?QPu=0, (t,x) eRL xR, u(0,z)=f(z), z€R, (C>0).
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4.3 Solutions

Solution 4.1. > La fonction e~1* n’est pas dérivable en 0, donc e=1*l ¢ S (R) .

> e® € C*° (R) mais lim e* = +oo donc e® ¢ S (R).
T—r+00
>e ™ eS (R). En effet e~ € 0™ (R), et comme pour tout k € N,

2

()" = Pe@ye

ot Py est un polynome, sachant que liIin zle=®" = 0, Vi eN, alors on déduit que
T—>T 00

lim o!(e )Y =0, wkieN

z—+o0

> cosz ¢ S (R) car lim cosx nlexiste pas.
x—+o00

> De méme cos (6_332) ¢S car xgrfoo cos (e_$2) =1+#0.

> e cos (e‘r2) € S(R) car e € S(R) et g(z) = cos(e™®") € O (R). En effet g € C (R)
et |g (x)| < 1. De plus, on vérifie que pour tout k € N, la dérivée g"®) est une somme dont chaque
terme est de la forme

P (x) e~ cos <e_x2 + ng) ,

ot P est un polynome et n € N. Par conséquent |g\¥)| est majorée par un polynome en |x|.

1 : 201 1

1
Solution 4.2. 1) Soit fu(z) = —e ™, 2 € R, n > 1. (fu)n C S(R) et pour tout z € R,
n

11_{11 fn(x) = 0. soit k,l € N, comme (e*“2)(l) est le produit d’un polyndéme par e~ alors la
n o

fonction 2 (e=**)D est bornée sur R, d’ou
: kp(l —
Tim [|2* 0 oo @) = 0,

et on conclut que la suite (fn)n converge dans S(R) vers 0.
2) Supposons ¢ non nulle, car dans le cas contraire les deux suites sont nulles.

(¢n)n C S(R) et pour tout k € N
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On écrit pour tout k,l € N, x € R
!0l (2) | = n* e |(nx) ™ (na) |,

on voit donc que pour tout k,l € N

‘|$l(p£zk)”L°°(R) < nk_le_nHylSD(k)(’y)HLO@(R) n:))o 0.

On conclut que (pn),, converge vers 0 dans S (R).

On vérifie de la méme maniére que (1y,), converge vers 0 dans S (R).

Solution 4.3. Nous rappelons que les fonctions f € LP(RN), 1 < p < oo, définissent des distri-
butions tempérées, de méme que les fonctions f € LlloC (]RN) a croissance lente c’est-a-dire pour

lesquelles il existe k € N tel que (1+ |z[*)"Ff e L (]RN).

> e 17l e cosz € L% (R) C S'(R).
> e*’ € L}, (R) C D'(R) mais e ne définit pas une distribution tempérée sur R, car e~ € S(R)
et
/ A ——y
R

> cos (e?) € L™ (R) C S'(R) et e®sin (e®) = — (cos (e?))" € S'(R) car S'(R) est stable par dériva-

tion.

> e® € L}, (R) C D'(R) mais cette distribution n’est pas tempérée : si ¢ € S (R) est une fonction

xT

positive telle que ¢ (x) = e~* au voisinage de +0o (considérer par exemple ¢ = 0e™" ou 6 € C*°(R)

est une fonction positive a support dans [0,4o00| et = 1 sur un intervalle ]A, +oo[, A > 0), alors

400 +oo
/ ech(aj)dl‘Z/ excp(:n)d:n:/ dxr = +oo0.
R A A

> |e”sin (%) = e |sin (e7)| ¢ S’'(R). En effet en utilisant la fonction ¢ de lexemple précédent, on

obtient
oo Jsin (y)|
A

A@eﬂsin(ex)ho(x)dxz[4+Oo|sin(ex)|dx:/

€

dy = +o0.

On a utilisé le changement de variable y = e*.

> Les fonctions (14 22)'%0 sont localement intégrables sur R & croissance lente, elles

(1 + 22)100°
définissent donc des distributions tempérées.
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Solution 4.4. > Soit p € S(R) , on écrit

L@@ ide = [0+ e @)

14 22

2 too 1
<1 +atllmm [ e <o

On conclut que lapplication ¢ € S(R) — / H(x)p (x) dx est bien définie. De plus elle est linéaire
R

et d’apres ce qui précéde, elle est continue. Par conséquent H € S'(R).
> Considérons le cas de la distribution Pf—, on pourra traiter de maniére similaire Vp—.
x x

Soit ¢ € S (R) , pour tout € > 0 petit, on écrit

1d +o00
/ / 2@ =90 4+ w0 —x+/ o) 4o
€ e X 1

x
donc
“+o00 +oo

/ @()dx+¢(0 lns—/ ple dx+/

15
avec . (@) . . p

| e < [ rso<x>|dxs/ A+ %) @l s

1 x 1 1 1+x (4.7)

< [1(1+ 2*) @l oo (r)
oo dx 0 dx
car/ S/ — =1
1 1422 1 a2
— (0
Considérons la fonction i (x) = M siz # 0 et ¥(0) = ¢ (0). v € C(R) donc
+o0
lim / Y(z)dr et lim [/ @d:c—i—(p(O) lns] existe et est finie, pour tout
e—0t e—=0t LJe x
Y E S( ) donc Pf— est bien définie sur S(R) et de plus
o (z T
(Pf / @ =0, / dr, Ve € S(R). (4.8)

H
L’application Pf— est linéaire sur S(R), montrons qu’elle est continue sur S(R).
T

H

Pour tout ¢ € S(R), considérons la valeur de (P f—, ) donnée par l’expression (4.8). Pour 0 < x <
x

1, d’apres le théoréme des accroissement finis, il existe ¢, € |0, 2] tel que ¢ (x) — ¢ (0) = x¢'(cz)

donc en utilisant (4.7), on obtient
o) < [ elars [1E D)
x 0 1
< 'l ooy + (1 + 2%)eol| oo )

< o ®) || oo
e (14 2)e | 1o ),
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H
car ||¢' | ooy < |(1+22)¢' || oo () - On conclut que Pf; est une forme linéaire continue sur S(R).

H
Par conséquent Pf— définit une distribution tempérée sur R.
x

Solution 4.5. 1) Pour chaque n, f, est une fonction polynémiale donc a croissance lente, d’ot

fn €8 (R). Clairement pour tout x € R

z2k 2

lim f, (z )—Zﬁ:ex.

n—00
n>0

De plus, pour toute fonction ¢ € D (R), comme pour tout n, 0 < f,(x) < er, Vo € R, alors en

utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

hm <fn7 - hm / fn dﬂj‘—AemQ(p({Z})dJI: <6I 7S0>7

n—oo
donc

lim f, =e* dans D' (R).

n—oo
Supposons maintenant que (fr)n converge dans S', comme la convergence dans 8" entraine la conver-

gence dans D', alors nécessairement
: _ a2 /
Jim_ fn=ce dans S' (R),
ce qui absurde puisque e’ ¢ 8" (R) (voir Uezercice 4.3). Par conséquent (fy), ne converge pas dans

S'(R).

2) > fo= 21%%] € &' (R) € 8 (R). Soit p € S (R)

{fn:p 2/ p(z /

Comme pour tout y €] — 1,1[, lim ¢ (£) = ¢ (0) et que | < llellLe(wr) pour tout n et toul y
n—00 n )

alors d’apres le théoréme de convergence dominée

lim (fy, ) = ¢ (0) = (3,9),

n—oo

donc (fn),, converge vers § dans S’ (R) .

> gn = %e—wf € L' (R) C 8'(R). Soit p € S (R)
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et en utilisant encore une fois le théoréeme de la convergence dominée de Lebesque, on obtient
Jim (gn, ) Vﬁ/w‘y =¢(0) = (4,¢).

Ainst (gn),, converge vers 6 dans S' (R).

Solution 4.6. Supposons que f est paire et montrons que sa T.F. est paire. Soit £ € R
= / f(x)e @8 dx = / f(z)cos (&x) dx + Z/ f (z)sin ({x) dx
R R R
La parité des fonctions sin et cos implique que [p f (z)sin (§x)dz =0 et
~ +oo
f /f cos (&) dx—2/ ) cos (€x) dx
De la méme maniére, si f est impaire alors sa T.F. est impaire et on a
~ - [too .
FO=2[ " f@sin()dn

VooV
Solution 4.7. 1) f=e¢*H € L}(R) et g = e*H = f € L'(R) donc leurs T.F. existent et on a

pour tout £ € R

~ . +oo . -1 L\ |00 1
— —x —1x — —xz(1+14€) — —xz(1+14€) —
f (&) [Re H (x)e "sdz A e dz 714_1,&_6 ‘0 T

De méme, on trouve

Ce résultat était prévisible puisque

2) f,g € L' (R) donc f * g existe et f x g € L' (R) et on a (voir evercice 1.14)

1
ekl gz eR.

frg(a) =3

3) On remarque que e l*l = f + ¢ donc

F(feg) =5 +3) =

On peut aussi écrire
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Solution 4.8. 1) f € L'(R) donc

N A&f (x) e da = /_11 etir =2 T ¢ # 0,

£
—/_lldx—Z.

Clairement F (f) est une fonction continue sur R et on écrira simplement

et

F(©) =2 25 vé € R.

F(f) ¢ L' (R) mais F (f) € L*> (R). En effet

A|sigf|d52/ |sm§| de > / Siféd&,

% gin? ¢ 1 o1 —cos(2¢)
f T e

o 1
Cette intégrale est divergente car 'intégrale / gdf est divergente et l’intégrale /
1 1

et

cos(2§)
d
¢ e

convergente (d’aprés le critére de Dirichlet), d’ou

sin & B
Ad £ de = +oo.

Considérons ’intégrale

/|s1n§|2dE 2/+00 sin? f _2/ sin? §d£+2/+00 sin? §d£

1sin? ¢

52

sin? €

d¢ < 0o (puisque ~ez~ ~ 1 au voisinage de 0) et

AJrOOsmfg /+OO€<+OO

Clairement [’intégrale

Par conséquent

/ |Sm§|2d§ < +oo.

R £

2) Voir lexercice 1.12 pour le calcul de la convolution : on trouve
fxf=(2-]z|) l—22]-

[ f € LYR) donc sa T.F. existe et

sin? ¢

52

F(f«f)=(F(H) =4

141

st
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Ainsi F (f * f) € L' (R) et c’est une fonction paire, donc en utilisant la formule d’inversion dans

LY(R), on déduit que pour tout x € R (étant donné que les deur fonctions sont continues sur R)

FoF (f*f)(x)=2m(f*f)(z)=2m (2 - |z]) L |_a9 (2).

)
, sin _
Comme la fonction & — —— est paire alors

§2

. 2 . 2 1
F <81225> (@)= [ Slzfcos(gx) d§ = Fo F (f+ f) ().
Ainsi
sin? ¢
R &2
Solution 4.9. > 1, € L'(R) et

cos (€2) dE = 5 (2~ |al) 1z (1), 7 €R.

b i —iag __ ,—ib¢
‘F(l[a,b]) & = /l e 1€ g0 — %7 €40

-b—a -b—a
_jatbe €2 E_e 3¢ 0p—i%tle sin “g
2 = Zé

i& R

=e
> Soit f(z) =e 1l 2z R, a>0.

+o00 2
/|f(m)|d:n:2/ e dr=— < 400
R 0

o

donc f € L' (R). Par conséquent

2a
_ —o|z| ,—ix _ x a—1 —z(a+i§) _
e **H € L*(R) et
+oo . 1
Fle ™ H _ / 7z(a+1§)d _ _
(e ) (€) ; e T T
Solution 4.10. Soit la fonction fo(z) = e %, z € R pour a > 0.
1) Rappelons que fo € LY(R) et
o=/ 1 =5t
2) Soit a, 3 >0, foxfs€L'(R) etona
T & _& T _atfe2 T _&
‘F(fa*fﬁ):f(fa)f(fﬁ): e 4da e 4 = ——e 4ap — e 47,

ol y = g5 > 0. Par conséquent
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Comme F est injective sur L', on conclut que

foc*fB:

f’Y: —_— e at+B

T
a+p
On retrouve ainsi le résultat de I’exercice 1.183.

Solution 4.11. 1) Soit f(z) = e~ 1*l, z € R. On a vu dans Uezercice 4.9 que f € L'(R) et

o Soitm=2. On a

+o00
/\f(a:)]2da::2/ e 2 dr =1,
R 0

done f € L*(R) et I fll2) = 1. Par conséquent F(f) € L%(R) et d’apres la formule de Plancherel

1172y = 27 £ 1172y = 27

e = 1 Wl

Ainsi

oS

o Soit m = 3. On pose

F=im0m=57 ), G=(1+x2) :Z(}‘(f)) = F(f+H=0G
On a alors
dx
[ty = [ r@twa = ¢ [ F()@ FTD @)

et d’apres la formule de Parseval

/<1+dx23 =[5 fef @

Or, voir lexercice 3.18

f*f(x)= eIl w e lol = (Jz| + 1) eIl

donc

d’on

/ dx _3£
R(1+z2)3 -8
5

o Soit m = 4. On applique la formule de Plancherel  la fonction f+f € L*(R) avec ||f*f||%2(R) = 3.

On a donc

dx .
A@M = H]'-(f* f)HLz(R ”f*f”2L2(R) ==
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i 1
2) Nous utiliserons l’exercice 4.8 : S 5]—"(9) oty g = 1{_y,1). D’apres lidentité de Plancherel
T

+oo sin? z 1 0 T 9
| B = 1l = G lelfm =

En utilisant la formule de Parseval comme ci-dessus, sachant que gxg = (2 — |x|) 1|_3 2], on obtient

do=3 [ Flo) Florg) @ do =T [ 4a) grg(@)do="T.

+00 gind x

— s 3

Pour terminer, la formule de Plancherel appliquée a g x g donne

+oo sin g 1 9 T 9 2

. —a 4= 1F g 9lew = g llg*9llzz@ = 5
Solution 4.12. 1) la T.F. de f (voir l’exercice 4.9) est donnée par F(f) (&) = 1—5{2 Par consé-
quent pour a, A € R*, on a

—ial e—iaf
Fmf)© = RO =21,
2|l
FALAE) =N TP = NFEH A = 1 5e

1
2) Soit g (z) = 1522 © ER. ge L'[R) et g=3F (f) ou f(§) = el e LV (R). En appliquant

la formule d’inversion dans L' (R), on obtient

Flg)= 3FoF(f)=5(m) f=nF.

N =

car f est une fonction paire. Ainsi

1

Fo)© =F(;1 0

) (€) = me .

> Déterminons .7:( 2) pour X € R*. On écrit

_

A4z
1 1 1 1 T 1

X

Par conséquent

: =3z PG =Lg PP
(A2+x2)(§) =52 7 (g (§) = 5 19 (6) wg(/\i) =
> SOZt a € R*; H(:jw = Tag (37) donc
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> Déterminons .7-"(#) Comme
1+ x4+ 22
1 _ 4 1 _4g 20 +1Y) 4 oI g(2)
l+z+a22 3 2xt1)\2 3 V3 T30 ’
L () 2
alors
1 4 £ \/gA \/g 2T .6 V3
( )_761279(7):7612 2‘5'
1+x+ a2 3 2 V3
z 1 Iy 1
(1+ 22)? __§<1+x2> € L' (R) donc
& —_lr() @ =- = i el
‘F((1+x2)2)( )=—5F(9) () = 2Z§f(9)(5) i e

Solution 4.13. > Soit a € R, |€"*®| = 1 donc €® € L*(R) C &' (R) donc ]-'(em"’“") existe. En
appliquant la formule

F(eT) =7, F(T), TeS,

on obtient

F (%) = 7aF (1) = 74 (276) = 210,

> cosz € L™ (R) C &' (R) et en utilisant le calcul précédent, on obtient

= S (F () F () =mih+0).

]-'(cosa:)zf(e te ) 5

2

On peut calculer de la méme maniére F (sinx) ou bien utiliser la T. F. de la dérivation
F(sinw) = F ((—cosz)') = —ilF (cosx) = —im{ (61 + 0_1) = —im (51 — d_1).

On a utilisé 'égalité fo, = f(a)dq pour f € C*(R) et a € R.

sin (ax)

> Soit a > 0, € LP (R) C 8’ (R) avec p=2 et p= cc. Sachant que (voir l’ezercice 4.9)

sin (ax) 1 F (1[7(1#]) 7

et
Y
FoF(T)=2nT =2nT,

pour une distribution tempérée T paire, alors

]__(sin (ax)

xT

1
) = 5 ‘T_‘O]:(]-[fa,a]) = 7Tl[fa,ob]'
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> sinz € L® (R) C S’ (R) et x € Oy donc xsinz € 8’ (R) . On utilise la formule de dérivation des
T. F. des distributins tempérées (F (T)) = (—i) F (zT) et on écrit

/

F (zsinz) = i(F (sinz)) = z( —im(01 — 5_1)) = ((51 — 5L1) .

> € L* (R) C S’ (R) et (voir lezercice 4.12)

T . 1 L ey
Flira) =i (F(ga)) =iy

On utilise la formule des sauts pour calculer cette dérivée. La fonction el est continue sur R et Ct

14 22

par morceauz, donc sa dérivée dans D'(R) coincide avec sa dérivée au sens classique. Par conséquent

F(15) (©) = —imsgn ()¢ .,

V \ Vv
Solution 4.14. > Soit T € §'(R), T =TT donc F(T) =T_1F (T) = F (T).

v
Si T est paire alors T =T donc

de sorte que F (T') est paire.
De méme si T est impaire alors F (T') impaire.

Y
> Nous allons déterminer F (H) sachant que H € L*°(R) C 8’ et H+ H = 1. On a donc
v
F)=2nd=F(H)+ F(H).

D’autre part H = § donc
F()=1=F(H')=1iF (H),

ou encore
£F (H) = —i.

On déduit qu’il existe C € C telle que (voir lexercice 2.27)

1

1
1l reste a déterminer la constante C. Comme la distribution Vpg est impaire et § est paire, on
obtient
v 1
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de sorte que
v
26 = F (H) + F(H) = 20%.
On déduit que C = 7 et

1

Solution 4.15. > Sachant que S’ est stable par dérivation et que In|z| € 8, on déduit que
1 !/ /
Vp; = (Inlz|)" € S
On peut aussi utiliser Uexercice 4.14 : H € 8" donc F (H) € 8" d’ou
. . /
Vpg =iF(H)—im0 €S
Cette égalité permet d’écrire
1 v
]:(Vp —) =iFoF (H)—inF(§) =i2nH — im = —im sgn (§).
x
. . . 1
On peut aussi procéder de la maniére suivante. Sachant que xVp — =1 alors
x
F(1)=2r6 = F(«Vp l) =i(F(vp l))/.
x x

Par conséquent

1
I(Vp —) — _i2nH + C,
x
ot C est une constante & déterminer. Vp — étant impaire, sa T.F. aussi, donc
x
. v .
—i2r H+C =27 H — C,
v
ce qui entraine que 2C' = 2w (H + H) = i2n, c’est-a-dire C' = im et

1
]—"(Vp 5) = —i2nH +inr = —in (2H — 1) = —im sgn (&).

1 1\/
> Pf — = —(Vp;) €S (R) et

F(ps %) =—F((vp %)’) = —ieF(Vp 2) — —i¢ (—im sgn (€)),

d’ou

}‘(Pf%) — 7 le|.
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. , : , 1 iy
> On sait que In|z| € §'(R) et de la relation (In|z|) = Vp— on déduit que
x

€ F(nfal) = F(Vp ) = ~imsgn (©)

c’est-a-dire
EF(Infal) = —msgn (€).

Par conséquent (voir ezercice 2.27)

1
F(nlz|) = —nPf ] + Co, (4.9)
1
ot C est une constante & déterminer, et on déduit que P f E € 8. Nous allons déterminer C en

calculant F (P f %) Nous rappelons que pour ¢ € S

<Pfi,gp>: lim (/x @dx+2gp(0)lna),

] =0\ Jjalze ||

et on peut aussi ’écrire

<Pf|1’7(p> _ /1 e(x) + ¢(—=x) — 2¢(0) dx+/+°° p2) +o(-2) . (4.10)
xr 0 xr 1 xr
En effet
elx) p(z) p(z)
A T R N
L I
et
_ [T () + p(—2)
De méme
1 p(x o 1 1
I :/5 dezl f(x)dx+2<p(0)l %dx,
flz) = p(z) + @(;x) —2¢(0).

On a donc

p(x) ! (@) H(-a)
/ac 7dx+290(0)ln5—l f(m)d:n%—ﬂ dz.

2 |2| x

Comme f est continue sur ]0,1] et admet un prolongement par continuité en 0, alors

e—0t

lim llf(x)d:v:%; f(z)dz,

ce qui prouve (4.10).
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o Calculons maintenant .7:<Pf |$\) : Soit p € S, en utilisant (4.10), on écrit

(F(Pr o) e) = (Pfg.2)
_ [PRO+RO-200) [ PO+ 30
- /) : e + A £ e,

-

Jl J2

avec

i :Alé(ﬁk(e—itue“ﬁ 2)¢p(t)d) d§_2/ / cos (1€) — 1) p(t) di ) de.

T :Amé(é(e_m—l—eﬁf) 1) di) d§—2/ /cos (1) (1) dt) de.

En supposant qu’on peut intervertir ['ordre d’intégration dans les intégrales doubles, on obtient

<.7:(Pf|$1|),90> ZQA(AI‘M%WCQJF[O Cosf(tg) de ) p(t) dt
—9 A F(t)e(t) dt

F(t):/) cos tg Lae + /oo cos(t) Je 4 e R

Notons que la fonction F' est paire, nous allons déterminer son expression pour t > 0. A laide du

ol on a posé

changement de variable y = t£, on obtient

t -1 o]
F(t) :/O %dwl %Y dy

y £
Leosy—1 tcosy — 1 L cosy o Ccos Y
_ [l +/ sV =g +/ d +/ d
A Y Y 1 Yy 4 t Yy 4 1 Yy Y
td
=—v - —y:—’y—lnt,
1Y

ot 7y est la constante d’Euler donnée, entre autres expressions, par

11_ o]
7:/ COSydy—/ cosydy‘
0 y 1 £

On a donc

F(t) = —y—1Inlt|, teR",

et on conclut que
F(Pf |z‘) 2F = —2(y +1n |¢]).

On revient a ’égalité (4.9) et on écrit

FoF(n|z|) = —nF(Pf \5!) +C,
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c’est-a-dire
2rln |z| =2n(y+ In|z]) + C

Par conséquent C = =27y et

F(ln|a]) = —nPf ~ —

2m0.
iy

o Vérifions maintenant qu’on peut effectivement intervertir ['ordre d’intégration dans les intégrales

doubles définissant Jy et Js.

e Considérons d’abord Ji et écrivons

1
n=2 [ ([ gtod)ds oiglte)=
Pour (t,£) € Rx]0,1], on a

le@®]
3

900,81 = E0 o) — 1) = E |t [sinegs) ds| < ot

et comme la fonction (t,€) — |to(t)| est dans L*(Rx]0,1[), on peut donc appliquer le théoréme de

Fubiny dans 'intégrale J .

o Maintenant, considérons Jo et écrivons

J2—2/ / (t,€) dt) de, (4.11)

cos (t€)

3
théoréme de Fubini dans (4.11). En effet si on suppose que h € L*(D) alors d’aprés le théoréme de

ot h(t,&) = ©(t) et posons D = Rx]1,+oc[. h ¢ L*(D) donc on ne peut pas appliquer le
Fubini, pour presque tout t € R, la fonction & — h(t, ) est dans L'(]1,+oo|) et donc en particulier

pour presque tout t > 0

> [cos (&) ,. [ |cosyl
Ag dg_l I dy <

ce qui est fauz, cette derniére intégrale étant divergente.
Pour contourner cette difficulté, nous calculons Uintégrale [ h(t, &) dt par parties. Pour § €]1,400],

on a

JRL / cos (t€)(t) d =—§2 [ snte)e 0,

ce qui entraine que

Jy = =2 AOO (A{k(t,g) dt) de, (4.12)
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sin (t£)
€2

ot k(t,&) = ' (t). Maintenant pour (t,€) € D

k(t,6)] < ‘“’;(?' e L'(D),

donc k € LY(D) et on peut appliquer le théoréme de Fubini dans la nouvelle expression (4.12) de

fz/ / k(t,€) d€) d —2/30 (4.13)

Glt) = ﬂoo Sing(fg)dg.

En utilisant le critére de Dirichlet (pour la convergence uniforme des intégrales impropres dépendant

Jo. Par conséquent

ol

d’un paramétre), on vérifie que la fonction G € C1(R) et

G'(t) = fo Cosg( e, teRr

De plus G € L>®(R) car

[e.9]

awl< [T Lla=1 ter

e
En intégrant par parties dans (4.13), on obtient

Jo =2 (s@ / ot
c’est-a-dire

Ty =2 A{ o) / - Cosg(té) de) dt.

On a donc interverti l'ordre d’intégration dans Jo, mais aprés avoir transformé l'intégrale pour

pouvoir appliquer le théoréeme de Fubini.

H
> Hlnl|z| € S donc T = Pf— = (HIn|z|) € §'(R). Rappelons que pour tout p € S
x

(T,p) = lim (LJFOO SDgcx)dx + ¢(0) IDE),

e—0t

et on a montré (voir l'exercice 2.11) que

v 1
T-T=Vp-—.
x
De méme, on vérifie que
v 1
T+T=Pf—.
|z
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En prenant la T.F. dans les égalités précédentes, on obtient

V

F(T)-F(T) =F(Vp %)
v 1
F(I)+F(T) =F(Pf m),

d’on on tire

1 1

FD) = 5(F(PF ) + F(Vp2)) = 5(-2Inle] — 2y — imsgn(c).

Par conséquent

F(Pr2) = ~mlel - igson(&) ~

H
Remarque : On peut aussi utiliser la relation 1T’ = xVp— = H, d’ou
x

!/

F(H) = —iné + 76 = F(aT) =i (F(T))"

On déduit que

(.F(T))/ = —Vpi —imd,

de sorte que

F(T)=—-In|¢| —irH + C,

ot C est une constante a déterminer.

v 1 v v

En utilisant l’égalit¢ T +T = P f Tl ainsi que la relation F(T') = F(T'), on obtient
x
v v
FT+T) =-2In|¢|—ir(H+H)+2C =-2In|¢| —ir+2C
1
= F(Pf ) = —2(nel +7).

d’ou on tire C'= —v +1i5 et on retrouve le résultat précédent.

Solution 4.16. On a (voir l’exercice 4.9)

sin (n&)
§

F (1[fn,n}) (=2 , neN,

et de plus
lim 1_,, =1 dansS (R).

n—-+4o0o

En effet pour toute fonction p € S

Una 9 = [ p@)de = [ pla)ds,
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car o € LY(R). D’un autre coté, on a vu dans Uevercice 2.1/ que la suite (SIH(T"E))H converge vers

70 dans D' (R). Les calculs sont en fait valables pour des fonctions test dans S (R) et on déduit que

lim sin éng )

n—+00

=76 dans S’ (R).

Comme application F : 8" — 8’ est continue, on conclut que

sin (n)
§

lim F (1_pn) = F (1) =2 lim

n—+400 n——4o00

dans S8’ (R),

d’on

F (1) = 27é.
Solution 4.17. 1) Soit k € N*
F(oW) = (ig)" F (0) = (i€)".

2) a™T = 0 dans S§' (R) si et seulement si F (z"T) = F(0) = 0 dans S’ (R), car Uapplication

n
F: 8 — & est bijective. Comme F (x"T) = i”dg—n}"(T), cette équation est équivalente

dn ,
@]: (T)=0 dans S’ (R).

Ainsi F (T) est un polynome de degré inférieur ou égal a (n — 1). Par conséquent T = 0 dans

S’ (R) si et seulement si, il existe ag, a1, -an,—1 € C tels que
n—1
F(T) =Y ant".
k=0

En utilisant la premiére question, on voit que

n—1 n—1 n—1
ag
> at =Y FEW) = F(Y bo®),
k=0 k=0 k=0
ol by = (—z)k ap, k=0,1,---,n—1. En utilisant Uinjectivité de F dans S’, on conclut que les

seules solutions de 2T = 0 dans S’ (R) sont de la forme

n—1
T=Y b, b eC.
k=0

Solution 4.18. 1)Pour toute > 0, H. € L' (R) C S’ (R). De plus pour x € R, lim H. (x) = H (x)
e—0
etsipeS
+oo +00

(Heg) = [ e p@dr = [ p@)de=(H),

e—0t Jo
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d’apres le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue puisque pour x > 0, |e %y (2)| < |p (2)] €
L (]0, +oc[). Ainsi
lim H.=H dans S' (R).

e—0t
1
2) On pose T. = F (H.) = s d’apres lexercice 4.9.
1 1
Soit S. = — — —, on écrit alors
Tr—1 T+
1 1 v
S, = ( ): T.+T.),
e ! w+e —ix+te l(6+ 6)
de sorte que
L = Lrm
2 - 2w TN

Y% v
Comme lim H. = H dans S'(R) alors lim H. = H dans S’ (R) et la continuité de F dans S’
e—0t e—0+

entraine que

Y v
lim F(H.+H.)=F(H+H)=F(1)=2n5 dans S

e—07t
On conclut que
1
— limS. =68 dans S'.

211 e—0t

Solution 4.19. |z| € C(R) C L}, (R) et (1 + 2?)72|z| € L' (R), car au voisinage de +oo, (1 +

loc

22)72 x| ~ ﬁ Par conséquent |z| € S' (R) . De plus, en calculant les dérivées a ’aide de la formule

des sauts, on trouve

lz|" = sgn(x), |z|" =26 dans D' (R).

Par conséquent

Ainst
EF (|z]) = -2,
ce qui entraine que (voir l'ezercice 2.28)
1 /
F (Jz|) = —2Pf e + C18" + Oy,

ot Cy et Cy sont deux constantes a déterminer. Comme |z| est une distribution paire, il en est de

méme de sa T.F., ce qui implique que C1 = 0. Sachant que (voir lexercice 4.15 )
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on déduit que

FoF (lz|) =2m|z| = =2 (—7|z|) + Cq

d’ot Cy = 0. On conclut donc que

1
F (Jz|) = —2Pf @
Remarque : En fait I’égalité f(Pf 5%) = — |x|, entraine directement que |x| € S’ et
1 1 1
S Pf=)=—2Pf .
Fle)) = = FoF(Pf &) o

On peut aussi utiliser l'expression suivante
v
|z| = xsgn (z) = z(H — H).

Solution 4.20. 1) Soit v € C tel que Rey > 0, alors |e‘V|$‘2| = e~Rerlef® ¢ LYRYN) et comme

N
2 —yx? . P . .
e el = ‘Hle 75 alors en utilisant le théoréme de Fubini, on voit que
j:

N
Fe ) = jl;Il}'(e_W?),

. . . . 2
ce qui permet de se ramener au calcul la T.F. de la fonction en une dimension e~ 7", x € R. Nous
allons montrer que

Fle) =Yl %

—e 1,

val
ot \/z est la fonction définie sur C\ R~ par \/z = e%h”’, In z étant la détermination principale du

logarithme dans C\ R™ c’est-a-dire Inz = In |z| + i arg z avec arg z € |—m, 71| de sorte que

Vz=1/|z| e2¥¢*  argz€l-m x|, Vz€C\R".

Soit Q = {y € C; Revy > 0} et soit pour £ fizé dans R, la fonction définie sur Q2 par

Fe() = F(e ™)) = [ e da.

Nous allons montrer que F¢ est holomorphe dans € et pour cela, nous appliquerons le théoreme
de Lebesgue (pour les intégrales dépendant d’un parameétre) sur 'ouvert Qo = {y € Q; Rey > a}

pour o > 0 quelconque.

Soit a > 0 fixé, clairement la fonction v — e~i@Ee=72 ogt holomorphe dans Q,, %(e—z’mge—W) =
e~ (—22)e ™" et on a pour v € O et € R

2
)

|67im§6*'yll¢2| < efanQ’ ‘aa(eirﬁe'ylvz) < e
Y
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avec e_‘”2, z2e—or ¢ [ (R). Par conséquent F¢ est holomorphe dans Qo pour tout o > 0 et donc
aussi dans §) (et de plus F{ (v) = — [g a2e w17 ).

2
La fonction G¢ (y) = % e_‘% est également holomorphe dans §2 car elle est composée de fonctions
holomorphes. Comme F¢ et G¢ coincident sur 0, +oo|, alors elles coincident sur €. Ainsi pour tout
v e

.7:(6—7232)(5) _ g e_%’ VE e R.

En dimension N quelconque, on a donc

N 2

€]

]:(efﬂmﬁ) = <ﬁ> e 5 ., VEeRY, vyeq.
Y

2 . 2
Erf el = =Bl pour tout x € RN . Soit peSs,
n o0

et o (@) | = e o (2)] < o (2)] € L' (®Y),

2) ngrfw Yn =i donc

donc d’aprés le théoréme de la convergence dominée de Lebesque

lim e_%lx'Qcp(x)dx:/ e_wlx|2<p(x)dx,

n—+oo JRN RN
c’est-a-dire

2 . 2
e mlel™ Bl gans S'(RN).
n—+oo

Comme F : S'(RV) — S'(RY) est continue, alors

lim ]:(e_%w‘Q) = f(e_iBMQ) dans S’(RN).

n—-+oo

Par conséquent

]-“(e*iﬁlx\Q) = lim ( VT )Ne’% = (ﬁ)N lim e*% dans S'.

n—-+o0o

. 1 Tn an — i3, . .
Nous écrivons — = = avec 225 > 0 et nous vérifions comme ci-dessus que
Mol [n[? el
n Tn Tn
) ez e ) (N
lim e 4m =¢ 48 dans S (R ),

n—-+0o0o

ce qui entraine que

N 2
—ifBlz?) _ ﬁ _Iéi\
ds ) - <\/$> c
Noter que \/iff = \/m T s (B).

En conclusion, on a
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Solution 4.21. Dans §', l’équation L (T) = ¢ est équivalente a I’équation

avec

F@W —1"+T) = ((i&)"* — ()* + 1) F(T) = (' + & + ) F(T).

On se rameéne donc a résoudre dans S’ I’équation
E+E+1)F(T) =1

Comme le polynome &€* + €2 + 1 ne s’annule pas sur R, la seule solution de cette équation dans S’

est
1

Tt
Soit

1 al +b c+d

e N S N

ot a,b,c,d sont des constantes a déterminer. Comme la fonction M%H est paire, on déduit les
relations ¢ = —a et b = d puis aprés calcul, on trouve b= d = % et c=—a= —%. Ainsi
1 E+1 —£+1 1
Fr= L (Y Ly
(1) =5 4641 2-¢+1 it o)
avec
£ 1

£1(6) et f2(6) = f1(~€) = 1 (6).

BCETESCET TS

Par conséquent

1

_FoF(T) = - (F () +F ().

T=—
2

On a (voir exercice 4.12)

1 2T i V3,
Flarer) - =@,

donc

arer) ~ o (arern) =10 @ =G i) 6w,

de sorte que

F(fi) =G +iG = (% - i\égsgn (z)) G(x).
Par conséquent
T_i(]:(f)‘F]:z/f )) - e %l (COS£+\/§sinm)
N 47 ! 1 - 2\/§ 9 9 .
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Remarque : La fonction x € R — est dans L' (R) donc

1
&4+

g (— G R

) (2) = | 5———df, TER,

(Gre D@ Larar®

et on peut calculer lintégrale a ’aide de la méthode des résidus. Comme 7(%) est une fonction
paire, nous ferons le calcul pour x > 0. Soit R > 0 (destiné a tendre vers l'infini) et I'r le contour
formé par le segment d’origine A = (—R,0) et d’extrémité B = (R,0) fermé par le demi-cercle

CRr centré a lorigine et de rayon R contenu dans le demi-plan Imz > 0 et orienté dans le sens
eizx

= R pour R assez grand, on a
244z

trigonométrique. Soit la fonction f(2)

eizx
——dz = dz = 2i R , ,
/FRZ4+22+1 2z ARf(z) 2z m; es (f, zr)

ot les zj, sont les pdles de f contenus dans le demi-plan Im z > 0.

Sachant que les racines de Uéquation t> +t+1 =0 sont j = e et j,onazt+224+1=0 siet

_ iz

- . ;T
2 = 7 donc ses solutions sont {21 =¢€'5, 29 = —2Z1 = —€ '3, —21, —2’2}.

seulement si 22 = j ou 2°

Pour k =1,2, z, est un pole simple de f, Imzp > 0 et

elZhT

Res (f,z) = Zhjzlk (z—2z) f(2) = M,

donc
1210 PREPE

z)dz = m + .
FRf( ) (22%%—2:1 2zé3 —I—ZQ)

On fait alors tendre R vers +00, on applique le lemme du grand cercle et on obtient

. 1 eizlm eizzx
Fl—mm =3 ) > 0.
(§4+§2+1)(x) m(22§+zl+223+22> !

Par conséquent, on obtient pour x € R

iz1|z| eizﬂx\

— 1 ) e
]:(§4 + &2+ 1) (@) = m(ZZi)’ + 21 * 223 + 29

) = —2nIm —5——,
227 + 21

puis

1= 1 1 v x .|
T=_— - || z Ladi
27r]:(§4—l—§2+1) 2\/36 2 (cos2+\/§sm 2)

Solution 4.22. S,T € & donc S+ T existe, SxT € £ et F(S+T) = F(S)F(T). Soit f le
prolongement holomorphe a C de F (S) et g celui de F (T'). Pour une fonction h quelconque, notons
Zy, Uensemble de ses zéros dans C. L’équation ST = 0 dans S’ est équivalente a F (S)F (T) =0

dans R ou encore a fg =0 dans C c’est-a-dire

ngIZfUZg:C. (4.14)
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Sini f ni g nest identiquement nulle, alors Zy et Z, sont des ensembles discrets et leur réunion
ne peut étre égale a C, ce qui contredit (4.14). On conclut donc que f ou g est identiquement nulle.

Ainsi F (S) =0 ou bien F (T) =0, c’est-a-dire S =0 ou T = 0.

Ce résultat est faux si S ou T n’est pas a support compact. Pour s’en convaincre, considérer les

distributions non nulles S =1 € S'\E'(R) et T = §' € E'(R). Leur convolution est nulle :
SxT=1x8=1%5=0x5=0.

Solution 4.23. Comme F : L?>(R) — L?(R) est une bijection et ]-"( ) = (i&)" F(T), il s’agira
de montrer que E*F (T) € L? (R) pour k € N, 0 < k < 4.
Léquation T + X2T = f dans S’ est équivalente a

()" + ) F (1) =F(f),

c’est-a-dire
F(f)
54 + )\2 :

Soit k € N tel que 0 < k < 4, comme la fonction & — g‘i% est dans L*°(R), on déduit que la

F(T) =

fonction
fk

k _
ff(T)—m

F(f)

est dans L*(R), d’ot le résultat.

Remarque : Rappelons que T € H* (R) si et seulement si (1+&2)2F (T) € L%(R), ce qui est assuré

1 2\2
(54—:_6)\)2 est dans L>®(R).

par le fait que la fonction & —
Solution 4.24. > Soit f,g € L2(RN), montrons que F (fg) = (2r) " f*g.

Notons que fg € L'(RN) donc sa T.F. est bien définie (et c’est une fonction continue et bornée
sur RY ). Pour montrer ’égalité précédente, nous allons utiliser la densité de S(RYN) dans L*(RY).
Soit (fu)n C S(RN) et (gn)n C S(RYN) telles que fn, — f dans L>(RN) et g, — g dans L*(RY).
En particuler la suite (fn)n est bornée dans L?>(RN) et comme d’aprés linégalité triangulaire et

linégalité de Cauchy-Schwarz

[fngn = fallr = [[(fa = £)g + falgn — 9l < fn = Fllrzllgllez + lgn — gl 2]l fall 2,
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on déduit que la suite (fngn)n converge vers fg dans L*(RY) et donc aussi dans S'(RN). La conti-

nuité de F : 8" — 8’ permet alors de déduire que
F(fg)= lim F(fagn) dans S'(RY).
En utilisant Uégalité F(p) = (27) N @ % ¢ pour des fonctions @, € S(RN), on déduit
F(fg)=@m)~" lim (foxga) dans S'(RY).

On obtiendra alors le résultat voulu dés qu’on aura vérifié que

lim (fo*gn) =/ *g dans S'(RM).
n—+oo
En effet, en utilisant linégalité triangulaire et l'inégalité de Young, on obtient
[frn*Gn = F *Gllee@yy < (fa = F) % Gnllzec@yy + 1 % (Gn — ) Loo @M
< |fa = fllz@yylgnll o@yy + L 1lz2@myllgn — Gl 2@y
Sachant que F : L*(RYN) — L2(RY) est un isomorphisme
Jm [ fa = fllize = lim |G —gllz2 =0,

et ||gnllr2 est une suite bornée alors fn % Gn converge vers f =G dans L®(RN) et donc aussi dans

S'(RN). Lunicité de la limite dans S'(RYN) implique que

F(fg)=@2m)™N [ xg,

d’abord dans S' puis au sens des fonctions, c’est-a-dire sur RY.

Notons que l’égalité reste vraie en remplagant F par F, c’est-a-dire
F(fg) = @m)™ F(f) «F(g), Vf.ge L*RY). (4.15)

> On utilise [’égalité (4.15) avec f,:d € L2(RY), on obtient

~

F(fg) = @) NF()«F@) =n)Nfxg,

d’on

frg=m)NF(f g). (4.16)
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f*g¢€ L®RYN) donc admet une T. F. dans S’ et en utilisant l’égalité (4.16), on écrit
F(f+g)=@m) N FoF(fo) =35
On conclut donc que
F(fx9)=F3g, VfgeL*RY).

Solution 4.25. 1) Soit p € S (R2), la fonction (z,y) — (14 22 + y?)¢ (z,y) € L (RQ) et on a

pour tout x € R,

|1+ 2%)p (@,0)| < |1+ 20%)p (2,2) | < (1 + 2 + 57| oo o)

dzx
14 22

Lle@ald = [ (1+2%)l¢(@.)|

" (4.17)

< H(l + 2%+ ) ‘pHLoo(Rz)[Rm < .

Ainsi T est bien définie sur S. Il est clair que T est linéaire, et d’aprés ce qui précéde, on a pour

toute fonction p € S (RQ)

(L) < [ lo@a)lde < w1+ +97) o] . o

ce qui implique la continuité de T sur S(R?). On conclut donc que T € S’ (]R2) .

2) Soit € S (R?)

T.0) = (1.2) = [ Ble.6)de.

Pour e > 0, posons f (§) = 6*55295(5,5), £ €R. On a pour tout £ € R

lim £ =369, LOI<FE, Ve>0.

En utilisant l'inégalité (4.17) avec ¢ € S (R2), on voit que @ (&,€) € L' (R), donc en appliquant le

théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que

tim [ £(©ds = [ plede,

e—0t

Par conséquent

(T, ) = lim L(p), L(p)= A £ () de = A e~ 5(¢, €) de.

e—0t+

3) Soit p € S(R?),

L) = [ 0o de = [ ([ e 0Oy (a,y) dady) de.
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ot la fonction ((z,y),€) — e~ e~ @) €, (2, y) est dans L' (R2xR) donc en utilisant le théoreme

de Fubini, on écrit

L) = [ o) ([ e 0ae) dady = [ () Fle ) (@ +y) dudy.
R R R

Ainsi en utilisant la T.F. de la gaussienne, on obtient

s _(z+y)2
Is(w)Z\E o P (@oy) €7 dady,

x
puis le changement de variables x = x, u = Ity donne

Ve
I.(p) = 2\/7?42 © (x, 2v/eu — x) e~ dadu.

On pose pour e > 0, g (x,u) = e”‘zgo (z,2y/eu— ), (z,u) €ER?, ona

lim g, (z,u) = e (x,—x), V(x,u)cR2

e—0t
De plus, comme ¢ € S, alors

C

S rere Y@WeER

(@, u)

ot C = ||(1 + 22 + u?)@|| oo (r2) donc pour (z,u) € R* ete >0, on a

C < C
1+a2+ (2yeu—2)> ~ 1+a%

‘cp (x,Q\ﬁu—x)‘ <

Ceci entraine que pour (z,u) € R? ete>0

2
eu

\gs (fﬁyu)’ < Cma

—u2

et comme la fonction (z,u) — e L' (RQ), alors d’aprés le théoréme de la convergence

1+ a2
dominée de Lebesque

lim ge (z,u) dedu = / e (x, —x) dzdu,

e—0t R2 R2

c’est-a-dire

lim I.(¢) = 2ﬁ/2 67“2@ (z,—z) drdu = Qﬁ/ 67“2du/ o (x,—x)dz.
R R R

e—0t

On conclut que
(T,¢) = 2%/ p(z,—x)de, VpeS(R?).
R
On remarquera que la distribution T est une simple couche portée par la 1°¢ bissectrice T'y et sa

T.F. T est une simple couche portée par la 2™ bissectrice T'y. Plus précisément T = %(5“ et
T =7mV2 or, .-
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Solution 4.26. Z ane™ € S" implique ]-'(Z ane™) = 21 2 an0, € S', ce qui entraine que la
ne”Z ne”Z neL
suite (an),, est a croissance lente.

Réciproquement, si (an),, est a croissance lente, alors Z ané, €S', d’ou ?(Z anlp) = Z ane™ €

neL nez nez
S .

Solution 4.27. 1) Rappelons l'identité de Poisson : soit p > 0, on a
2T

M, = Y by = = Yemer = 2T

nez nez p

On écrit

T =TaX 6n—Toad Op=mo0ll] —T_,III; =7, 5 €n?™@ 7, S ¢inire

nez nez nez nez
_ Z (e'm27r(x7a) _ em27r(:p+a)) — _2,LZ ein2rr (i (271'77,(1)
ne”Z nez

= —2z’2 ™2 sin (2mna) 4 2i Z e~ TMT gin (2rma) (ot m = —n)
n>1 m>1

= —2@'2 sin (27na) (M3 — g7 N2TTY — 42 sin (27na) sin (2mnx) .
n>1 n>1

2) On écrit en utilisant l’identité de Poisson

Z 5;1 = (Z 5n)/ = Hlll — (Z eiQan)/ _ Z (6i27m$)/,

neL nez nel ne’l
d’ot

Z o = 27riz neniTr — 27riz n (ein27rx — e_i%”x) = —47rz nsin (2mnx) .

nez ne”Z n>1 n>1

Solution 4.28. > Soit x € R
fle+1l)=24+1-E(@+1l)=c+1—-(E(zx)+1)=2—E(z) = f(x),
donc f est 1-périodique. Le développement en série de Fourier de f est donné par

f= ZC” (f)e™=® ot w = 2m,

neL

et
1 . 1 )
Cn (f) — / f(m,)efznwa:dx :/ x67127rn:r:dx, ne 7.
0 0

Apres calcul, on trouve
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Ainsi dans S'(R)

f _ 1 4 lei27m:v _ (27[-”:5)

1 Z sin
T = n

2 27 e

N

En utilisant cette expression de f, on obtient sa T.F.

_1 R R A N
F() =5 FO)+ 275223* F (e )_2w(25+ ngzj*n Son )
:7T(5—|-Z'2152n7r.
nEZ*n

> D’apres la formule des sauts, la dérivée de E au sens des distributions est donnée par
keZ kEZ

Par conséquent

ff=1-E'=1-11; dans D' (R).

On a alors

}'(f’) =F(1-1I) = 270 — wll,,

ot w =2w. Ainsi

F(f) =216 =21 bopr = —27 Y opn.

ne”L nez*

On peut aussi écrire
, . 1
F (f/) =ilF (f) = i€(mé + i Z E(SQnW) =27 Z d2nrs
nez* nez*

car £6 =0 et £dorp = 2N 095y, N € Z*.

Solution 4.29. Rappelons que le développement en série de Fourier d’une distribution p—périodique
T s’écrit

T — Z Cn (T) einw;a

nez

T . . .
ol w = — et les coefficients de Fourier sont donnés par
p

Co (T) = = F(0T) (nw) =

’ <9T, e*m‘”>, n €z,

D=

0 étant une p—partition de 'unité quelconque. On va voir dans cet exercice que dans le cas d’une

fonction f, on peut remplacer 6 par 1jg 1 €t calculer ses coefficients de Fourier par les formules

1 ' 1 [p )
C, - - e iwr — 7/ —inw g A
(f) p< op1fre”") S ) f@e z, n
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et on retrouve ainsi le développement en série de Fourier (classique) d’une fonction.

Soit f une fonction p—périodique et f, = f 1, on a

Jp* 11, :fp*z 5%1)22 Ip * Onp

nez nez
=Y Twplp =D fz—np)lpgy (z—np)
nez nez
=D [ (@) Lpp,arypl ()
nez
x) Z Lnp,(n+1)p[ (2) = £ (2) -
Nnez

En effet, pour tout x € R, il existe un unique entier m € Z tel que mp < x < (m+ 1) p, de sorte

que

> Lpnt1)pl (€) = L mey 1yl (2) = 1.
ne”z

Ainsi f = f, x I, et donc sa T. F. est donnée par

F(f) =F(fp)F (L) =F (fp) wlly =w 3 F(fp) (nw) one

nez
LY F U ) F () =~ F( F () () ),
nEZ p neL

ol w = %’T. En utilisant linjectivité de la T.F., on déduit alors le développement en série de Fourier

de f
Z ]: fp nw mw:c _ Z C mw:v

nEZ ne”

ol

Cn(f):;}"(fp) (nw) = = (fpe ) nez.

Solution 4.30. 1) (a) On a

comme les fonctions fly, et g sont localement intégrables sur R et Supp (fl[o’p[ ) = [0,p] est
compact alors (voir lexercice 3.15), (f1[07p[ ) x g existe et (fl[o’p[ ) xg € L} (R). Ainsi f X g est
bien définie sur R et f*g € Lloc( ). On vérifie facilement que fﬁg est p—périodique et en utilisant

le changement de variable z = x — 1y , on écrit
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car la fonction z — f (x — z) g (2) est p—périodique.

Soit w = 2?”, comme les fonctions e™* sont p-périodiques, on a pour n,k € Z
. p o 1 /P 1. P
oW ezkwx _ 7/ eznwyezkw(x y) dy = — ezkwaz ezw(n k)y dy
pJo p 0
( T sk =n
0 51m.0Mn.

(b) La fonction 0f est localement intégrable sur R, a support compact et la fonction g est localement

intégrable sur R donc (0f) x g est bien définie sur R et on a

(0F) * g(x /9 gz —y dy—Z/(k+1 (v)g(z —y)dy

kEZ
—Z/ 0(z + kp) f(z + kp)g(z — z — kp) dz

keZ

= z + kp) r—z)dz = : 0(z+ k Nalz — =) d
ke%/ +thp)f(e)ole =) A(%(er))f()g( )

= ["r@rga—2)dz=p 1 ¥ gl)

(k+1)p
On a utilisé successivement les propriétés suivantes : / E / , le changement de variable
kp
keZ

z =y — kp, la périodicité des fonctions f et g ainsi que ’égalité Z 0(z+ kp) = 1 pour tout z € R.
kEZ

2) (i) 0 € D(R) donc 0S € £ et comme T € S, alors la convolution (0S) x T est bien définie et
(0S)*T € S'(R) donc S*T € S (R).

De plus, en utilisant [’associativité de la convolution (de trois distributions dont deux sont a supports
compacts), on a

Tp(siT)_(siT)*ap_;((QS)*T)*5,)_11)(95)*(T*5,,)_;(95)*T

car T est p—périodique, donc S T est p—périodique.

(11) On utilise encore une fois ’associativité de la convolution.
> Commutativité : Comme toute distribution W € D), s’écrit W = (0W) * IlI,, on obtient pour

S, T e D;/o
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donc

> Associativité : Soit S,T,U € D, on a

(SET)%U :1)12((68)*T)*(9U):}?12(GS)*(T*(GU))
= skTku.

(iii) Soit S, T € D;,, le développement en série de Fourier de S YT est de la forme

SET =Y Cu(S*T) e,
neL

N _ 27
ol W= F, montrons que

On a
F(SET) = ; F((0S)«T) = ; F(6S) F(T),
et comme T = (0T) = 11, alors (voir (4.5))

F(T) = wz F(0T) (nw) Ones
nel

de sorte que (voir (4.6))

F(S*T) = Z; F(6S) Y F(OT) (nw) b,
nel

—or Y LF(65) (nw) ;f (OT) (1)

neL

— 25 Y o (S) Co (T) = F ()

nez 2m
- ]-'(Z Cy (S) Cy (T) ei"wx).
nez
Par conséquent
S¥T =Y3Cp(S)Cp (T) ™2,
nez
ce qui entraine le résultat.

(iv) On utilise l'identité de Poisson

Hlp — 1 Z einwx’
p nez

167

(4.18)
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et la formule (4.18). Pour toute distribution T € D,,, on a

S Cu(T) e =L

p 1 : 1
mp*T:ZBOn(T)emww:;) )
nez

nez

On déduit que U = p 111, est [’élément neutre pour l’opémteuri dans D;. Noter que le développement

en série de Fourier de U est

_ InwWT
U=y e

neL

c’est-a-dire

C,(U)=1, VnelZ.
Remarque : Les résultats précédents montrent que, muni de la convolution g, Dz/v est une algébre
commutative et unitaire.
Calculons maintenant 11T, it pour T € D,,. On a

(Z einwm) _ Z iwneinwx’

1
r /
p p
nez nez

SR

d’ot en utilisant (4.18)

1 : 1 , A |
IH;)QT == Z Cy (T) iwn ™ = — (Z Cy, (T) emwx) =-T.
p nez p neZ p
On en déduit que pour toute distribution T € D;
UikT="1,

ou U = pIIl, est l’élément neutre de ¥ dans D;. Ainsi pour dériver T € D;, il suffit de la convoler

par la dérivée de [’élément neutre U.

(v) Etudions le probléme de recherche d’inverse pouri dans D; s Soit T € D;, on cherche une
distribution S € D, telle que T ¥S=U. On écrit

T=>3 Cp(T)e™, S=3 Cn(S)e™",

neL ne’

de sorte que T ks=U= pll, si et seulement si
Z Cn (T) Cn (S) einwx — Zeinuu"’
nel nez
c’est-a-dire pour tout n € Z

C (T) C (S) = 1. (4.19)
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On voit que si un des coefficients Cy, (T') est nul, alors I’équation (4.19) correspondante n’a pas de
solution, donc T n’admet pas d’ inverse pour . Par contre si tous les Cp (T') sont non nuls, alors

T admet un seul inverse donné par

(vi) Soit X € R, on cherche les distributions X € D), telles que

X % (I, — AIIL,) = III,,

ou de maniére équivalente

X% (U -\U) =U.

D’apres la question précédente, on voit que si cette équation admet une solution X € D;, elle est
unique et X représente linverse de T = U’ — \U pour ¥ dans D;,.

Le probleme se raméne donc a la recherche de X € D]’? telle que
Co(X)Cy (U= NU) =1, Vnez,

ou encore

Cpn(X) (inw—-A) =1, VnelZ.

Nous distinguons alors deux cas :

o Si A =0 alors léquation de Cy (X) n'a pas de solution et donc il n’y a pas de solution X € D;) de

l’équation de convolution.

o Si A # 0 alors

1 A+ inw
(X)) = S . Vnez
Cn (X) nw — A A2 4+ n2w? ne

Par conséquent la solution de l’équation de convolution est donnée par

Ainw  per
X=-3 N 122 O
nez

Solution 4.31. > Soit a résoudre le probléeme suivant

l{ Ou + COpu = 0, (t,z) € R* x R,

|

L w(0,2) = f(z), z €R.
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L’edp (équation aux dérivées partielles) Oyu + COpu = 0 est une équation de transport : c’est une
edp hyperbolique d’ordre 1.

Nous utiliserons la transformation de Fourier partielle par rapport ¢ x : soit

U (t€) = Fo (u) (1,€) = Ag e~y (1, 7) da,
quand elle est définie, alors formellement
Fo (Ow) (t,€) =0 (t,8),
Fu (Opu) (,€) = igu(t, ),
Fu (u(0,2)) (§) = u(0,).
Cette T.F. permet de se ramener a la résolution du probléme suivant
(oitCiea=0, (L€ R xR,

iawfwzﬂ@, £ER.

On résout I’équation différentielle par rapport a la variable t, & étant considéré comme un paramétre.

Sa solution est de la forme

Ut &) =K (§)e ",
ot K est une fonction o déterminer en utilisant la condition initiale du probléme :
@(0,6) = (&) =K (©),
d’ot
W(t,€) = F(€) e = Fu(ruf) (6),
et on déduit que
u(t,z) =7cif (2) = f(z = Ct).

Cette solution a été calculée formellement. Avec cette expression de u, on peut montrer rigoureuse-

ment qu’elle est effectivement solution du probléme.

> Soit a résoudre le probleme suivant
8§u+8§u:0, (z,y) € RxRY,
u(z,0) = f(x), x €R,

lim u(z,y) =0, x €R.

Yy—>—+00

o e N e
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L'edp 0%u + 8§u = 0 s’appelle I’équation de Laplace : c’est une edp de type elliptique.
Comme pour le premier probleme, on utilise la transformation de Fourier partielle par rapport ¢ x
et on se ramene au probléme suivant

_fza + aza - 07 (5) y) eRx R:—a

~

——— A

a(€70):f(€), § ER,
| lm @(6y) =0, EeR

La résolution de ’équation différentielle donne
(& y) = Cr(€) el + Oy (e e,
ot C1 (&) et Cy (&) sont deux fonctions a déterminer. En utilisant la condition

lim u(€,y)=0, £eR,

y—>+0o0

on obtient C1 (§) = 0 puis la condition

~

u(£,0)=f(§), ¢eR,

~

conduit a Co(§) = f(€) . Ainsi
(6 y) = fE)e .

Rappelons que pour a > 0
2c
2= )= —alg|
f<a2+$2> = 2we” ISl

donc pour y > 0, on a
a6 = O T (50 5) ©=1 7 (Fr hs) ©
u = — _— = — _—
V=7 T\ a2 4 y? T " x2 + 92 ’
ot la convolution est prise par rapport a la variable x. On déduit alors que

_ley f(z)
’Ll,(w?y)_ 7‘('f x2+y2 _WAR(:I;_Z)Q—FyQ dz.

> On veut résoudre le probléme

:{ OPu — C?0%u = 0, (t,z) € R* x R,
{ u(0.2) = 1), 7 eR,
i O (0,2) = g (z), x €R.
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Ledp 02u — C?0%u = 0 s’appelle ’équation des ondes (ou de la corde vibrante) : c’est une edp de
type hyperbolique.
En wutilisant la transformation de Fourier partielle par rapport ¢ x, on se raméne o résoudre le

probléeme suivant
02U+ C%¢%u = 0, (t,&) € R* x R,

~

u(0,8) = f(8), §eR,

0y (0,8) =g (&), §eR.

On résout l’équation différentielle, on obtient

o e N

u(t,§) = K1 (&) cos (C&t) + Ko (§) sin (CEE)

ot K (§) et Ko (§) sont deux fonctions a déterminer, en utilisant les deux conditions

-~

u(0,8) =K (&)= f(&)

0 (0.6) = CERs () =7(6).
et on arrive a
0(0,6) = F(©) cos (C80) +51(O)
On a

~

F (€ cos (Cet) = L F(€) (% + 7O) = LF (reuf +7-cuf) (6).

N | =

De plus (voir lezercice 4.9)

P Sméao = F (1 ag), sia>0,
et st a <0, on écrit a = —|a| et
sin (a&) sin (|a€)
2 =2 = —F (Y-alal )
§ 3
de sorte que
sin (af)

2

¢ = sgn(a) F (1[_|a‘7|a‘ }> , VaeR".
On déduit que
.. sin (C¢&t) 1

g ~Ce T ac 3 sgn(t) Fo (U—cpcn 1)

1
= 555" (t) Fa (g *1_cpe,op ])

= %sgn (t) Fx ( A iitl 9 (y) dy)

= %fz( [E iftg (y) dy).
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En conclusion
x+ct

u(t,x):%(f(a:—Ct)—l—f(x—kCt))—F !

— dy.
50 %Ctg(y) Yy

> On veut résoudre le probléme

( O — C?0%2u = 0, (t,z) € Ry xR,

i

L'edp Opu — C?0%u = 0 s’appelle I’équation de la chaleur : c’est une edp de type parabolique.

u(0,z) = f(x), x €R.

On utilise la T.F. partielle par rapport a x et on se raméne & résoudre le probléme

( 0iu + C?6%u =0, (t,£) e R% xR,

e

L @(0,9) = F(©). ek
La solution de ’équation différentielle est donnée par

~

N 122
U(t,6) = f(&) e
En utilisant la T.F. de la gaussienne, on voit que
2

7C2§2t . 1 .z
¢ —fw(zc\/ﬁ ) (),

donc
2

Ut ) = frewicr),

1
F
20/t $(
ot la convolution est prise par rapport a la variable x et on conclut que

2

=z __

_(a—y)?

1 1
“He? = > dy.
N AN [ 7wy ey

u(t,z) =



CHAPITRE

LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

Transformation de Laplace des fonctions et des distributions, application a la recherche

d’inverse de convolution dans D, et a la résolution d’edo et d’edp.

5.1 Rappel de cours

5.1.1 Transformation de Laplace (T.L.) des fonctions

Notations : Soit

E

{f:]RHR ou C; f =0 sur] —o0,0[, f€ Lj.(R) eth#(b},

ol

Qf ={weRe ™" fec L'R)}.

On montre que 1y = R ou bien Qy est une demi-droite limitée par la gauche et on note a = inf Qfp >

—o0. Pour finir, on pose

I, ={peC; Rep>a}, sib>-oc0 et Il o=C.

174
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Définition 5.1. Soit f € E, sa T.L. est la fonction de la variable complexe notée L(f) définie sur

11, par
“+o00
L) = [ e f(w)do
On remarquera que
Lf)(n+i&) =F(e " [f)&), n+i€ €I,
1
Exemple : L(H)(p) = D p € .
Les propriétés de la T.L. seront données dans le cadre de la T.L. des distributions.
5.1.2 T.L. des distributions
Notations : Soit
A={TeD,; Qr#0}, o1 QU ={weRe“TeSR)}.

Comme pour les fonctions, on montre que Qp = R ou bien Qp = (a,+0[, a € R, et on note pour

a = inf Qp >.,. On introduit I’ensemble des fonctions auziliaires
B = {6’ € C*(R); 0 = 0 sur un voisinage de — oo, et 6 =1 sur un voisinage de [0, —I—oo[}

Noter que pour 6 € B et w > 0, la fonction e~ € S(R).

Définition 5.2. Soit T € A, sa T.L. est la fonction notée L(T) définie sur I1, par
L(T)(p) = (e T, e~ P=)7g),
ot w €la, Rep| et § € B sont quelconques.

La définition a un sens car le crochet, bien défini dans la dualité S' — S, est indépendant du
choix de w et 6.
Dans le cas ou T € & ND', L(T) est définie sur C et on peut écrire le crochet sans fonction
auziliaire 6, en prenant w = 0
L(T)(p) = (T,e™),
le crochet étant bien défini dans la dualité £ — £.

Notons que E C A et que la T.L. des distributions généralise celle des fonctions.

Exemple : L(J)(p) = (d,e P*) =1, peC.
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5.1.3 Propriétés de la T. L.

1) Linéarité : L(aS+ T)=aLl(S)+ BL(T),V S,T € A, o, €C.

2) Translation : L(7,T) = e PL(T) et L(eP°"T) = 1, L(T), T € A.

3) Dilatation : L(II\T) = MI\_1£(T), A >0, T € A.

4) Régularité : T € A, L(T) est une fonction holomorphe sur Il,, a croissance lente, c’est-a-
dire

AC >0, meN; |L(T)(p)| < C|p|™ pour Rep grand.

k
5) Dérivation : L(T"®) = p*L(T) et %
p

6) Convolution : S, T € A, alors SxT € A et L(S*T) = L(S)L(T).

L(T)=L((—-2)"T), keN, Te A

7) Lien avec la T.F. : T € A, L(T)(n+i&) = F(e7"™T)(€), n+i§ € Il,. En particulier, la

T.L. est injective dans A.
1
L(T)

1l convient de faire attention aux domaines de définition des T.L. quand on applique ces propriétés.

8) Inverse de convolution dans D/, : S, T € A, S=T""! si et seulement si L(S) =

Exemples : FEn utilisant les propriétés ci-dessus, ainsi que les T.L. de H et §, on déduit aisément

que
1
E(e‘mH) :Zfa, pGHRea, OZG(C,
k!

L(zFH) =% p € I, ke N,

L(sin(ax)H) = ﬁ, p € I, a €R,

L’(cos(aa:)H) = pe ioﬂ’ p € I, a €R,

L(5%) = pF, peC, keN,

L(da) =e P, p € C, a>0.

5.1.4 Inversion de la T.L.

La propriété 4 ci-dessus caractérise les images par la T.L. On a

Proposition 5.1. Soit F' une fonction holomorphe dans I1, (a > —c0), a croissance lente. Alors,

il existe une unique distribution T € A et b > a tels que

F=L(T) dansII, CII,.
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T s’appelle l'original de F' et se calcule en distinguant les deux cas suivants :

1) Supposons que F vérifie la condition

aC > 0; |F(p) pour Rep grand. (5.1)

’ < i
= |pl?
Alors Uoriginal de F est une fonction f € ENC(R), donnée par la formule de Meslin-Fourier

1

n-+1i00
flx) = —/ eP*F(p)dp pour n assez grand.
29 Jn—ico

Le calcul de cette intégrale complexe a l'aide de la méthode des résidus, donne alors

f(a) = H(x))_ Res (e F,py),

Pk
la somme étant étendue a toutes les singularités de F' dans C.

2) Considérons le cas général ou F vérifie la condition
AC >0, meN; |F(p)| < Clp|™ pour Rep grand.

F
Alors la fonction G = e

on déduit que G = L(g) ot g € ENC(R), de sorte que

vérifie la condition (5.1). Par conséquent, en appliquant ce qui précéde,

F=p™L(g) = L(g"?).

Remarques : 1) La formule de Meslin-Fourier est obtenue en utilisant la formule d’inverion de
la T.F. dans Uégalité L(T)(n+i&) = F(e "™ T)(&) donnée dans la propriété 7.

2) La méthode de calcul de l'original permet de déduire que
A={f" oi f € ENC(R), k € N},

3) Lorsque F' est une fraction rationnelle, on peut la décomposer en éléments simples et utiliser les

T.L. des fonctions et distributions usuelles pour identifier l'original de chaque élément simple.

4
Exemple : SoithzL,pGHg. On voit que
p-+1
1
F=p*-1 = L(6" = 8) + L((sinz)H I
p o ( )+ L((sinx)H), p € T,

donc loriginal de F est T = 6" — 0 + (sinz)H.

1
0 t , écrire F = p* G ot G = =L((sinz)H), d
n peut aussi écrire p*G o PO ((sm x) ), onc

F = ,C(((sina:)H)(4)) = £<5” -0+ (Sinx)H).
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1
— =0, alors il existe C > 0 tel que |G(p)| < ﬁ pour Rep grand et on peut

Comme lim
Rep—+oo 1 + >

appliquer la formule de Meslin-Fourier pour retrouver l'original g de G. Les singularités de G étant

des poles simples +i, on a
eiix

d’on
H
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5.2 Enoncé des exercices

Exercice 5.1. Soit f € E telle que L(f) soit définie sur I1,. Montrer que L(f)(p) = L(f)(P) pour

pelIl, et
L(f)(p)

E(Ax f(t) dt) (p) = pat Rep > max(a,0).

Exercice 5.2. 1. Soit f une fonction T-périodique, intégrable sur |0,T[ (T > 0). Montrer que

1 T
L(FH)P) = 17 [, ¢ f@)dw. pe T,

puis en déduire que
. I
lm p L)) = 7 [ (o) do.
p— 0, T 0
Rep >0

2. Déterminer la T.L. de la fonction fH ou f est la fonction 27~ périodique définie par f(x) = x

six € —m,m.

I
(p? +4)%

1. Préciser le demi-plan sur lequel F' est définie.

Exercice 5.3. Soit la fonction F(p) =

2. Trouver l'original de F' par la T.L., en utilisant la dérivation.
_
(P> +4)*

—+00

4. En déduire la valeur de l'intégrale / xsin(2z)e” " dx.
0

3. En déduire loriginal de G(p) =

5. Retrouver loriginal de F par la formule de Meslin-Fourier.

Exercice 5.4. Déterminer les originauz des fonctions suivantes :

— (&

P-Dp@-2) -1  @*+42  pp+1) ’ (p—1)2+4

(On précisera le demi-plan sur lequel chacune d’elles est définie).

Exercice 5.5. Soient les distributions S| = Z O €t So = Z "l 8,r pour T > 0.
n>0 n>0

1. Vérifier que Sy et So admettent des T.L.
2. Déterminer L(S1) et L(.S2).

3. En déduire S1 % S1 et So x Sy.
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oo
Exercice 5.6. 1. On donne la constante d’Euler v = —/ e tIntdt. Déterminer E(H In x) (n)
0
H
pour n > 0 puis en déduire E(H In a;) (p) pour Rep > 0 ainsi que E(Vp—).
x
2. Déterminer [,(H\/E) .
Exercice 5.7. En utilisant la T.L., déterminer dans D'_, les inverses de convolution des distribu-
tions sutvantes :
H, §&—ad(acC), §=X6(\eC), 0§ —35+25, H+".
Exercice 5.8. En utilisant la T.L., résoudre dans D', les équations différentielles suivantes :
T —-T=68 T' —3T+2T=6§+4, TO® -_T'+T —T=¢§"—05.
Exercice 5.9. Trouver la solution classique de ’équation différentielle
2z

yB) — 2y 45y — 2y =e**, x>0,

vérifiant les conditions y(0) = 0, ¢'(0) =1, 4”(0) = 2. (Ecrire l’équation différentielle satisfaite

par f =yH et utiliser la T.L. pour la résoudre).
Exercice 5.10. Trouver la solution y de ’équation intégro-différentielle suivante
Y (z) + y(z) + K () dt =0, x>0,

vérifiant les conditions y(0) = 0,4'(0) = 1. (Considérer la fonction f = yH et utiliser la T.L.).
Exercice 5.11. Résoudre le systeme suivant

2'(t) —z(t) —4y(t) =0, y'(t)+2x(@)+3yt)=0, t>0,
avec les conditions x(0) =1, y(0) = 2.
Exercice 5.12. Résoudre le probléeme suivant pour a > 0, en utilisant la T.L.
a?0tu — 0%u = 0, (t,x) € R x]0,1],

u(t,0) = u(t,1) =0, teRY,

,—_-_-_/\_-_-__“

uw(0,2) =0, Owu(0,z) = sin(27x), x €]0,1[.
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5.3 Solutions
Solution 5.1. > Noter que 11, est stable par conjugaison c’est-a-dire
pell, &pell,.
Clairement si w > a, e “*f € LY(R) donc f € E et on a pour p € T,

LHe) = [ e @ = [T @ de

_ AOO e P2 f(z)dz = L(f) (D).

> Rappelons (voir les exercices 3.15 et 3.17) que / f@Odt=Hxf, Hxf € L} .(R) et Hx f est
0

la seule primitive de f dans D’,.. Soit w € R, on a d’aprés Uexercice 3.16

e YT (Hx*f)= (e*"”“"H) * (e*“"’”f) ,

et
e "HeL'(R) siw>0, e“fecL'(R) siw>a,

de sorte que

e (H+f) € L'(R) siw > max (a,0),

donc H x f € E et sa transformée de Laplace est donnée par

L(Hxf)(p)=LH) () L)) == L(f)(p) pour Rep > max(a,0).

Solution 5.2. 1) Montrons que fH € E. Soitw € R, on a

[Tes@lar=y [ e @

keN
Pour chaque k € N, on effectue le changement de variable y = x—kT' dans l'intégrale correspondante
et on obtient en utilisant la périodicité de f

[T e @lae =X [C e g kT dy

keN

=3 e [T ) ay

keN

= [ e wlay Y e

keN
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Par conséquent si w > 0, la série géométrique Y. (e=*T)k
keN

T T
[ e s wildy < [ 717 ) ldy < oo,
0 0

de sorte que e=“*f H € L*(R) et L (f H) est définie sur Tly.

est convergente et

Soit p € Iy, on a comme ci-dessus

Lum) = [Terre dx—Z/ e @) o

keN

— pr PY ey — ’ —px d
=3 fe y = ,pTOef@c)x

keN

Maintenant pour Rep > 0 et x €]0,T], on a

e f () | = e P f (@) | < |f (x) | € L'(]0,TY)
et
lim e f(z)=f(z), x€]0,T],

p— 0,
Rep >0

donc d’aprées le théoréme de convergence dominée de Lebesgue

T T
lim e Prf(x)dr = / f(z)dzx
p—0, 0 0

Rep >0

Ensuite en utilisant la reégle de I’Hopital, on obtient

p 1
lim ——= = —,
p—01 — e PT T

d’ou le résultat.

2) Nous allons appliquer la formule montrée en 1). Calculons

A% e PP f(x)dx = Aﬂ e P?f(r)dx + A% e P*f(z)dx

Le changement de variable y = x — 27w dans la derniére intégrale montre que
27 0 0
/ e f(x) dz = / e P f(y + 2m) dy = e / e~ f(y) dy,
s —Tr —Tr

donc pour p € Il

2 T 0
/ e Prf(x)dx = / e PPrdr + 6_2”’/ e Py dy
0 0 —7

2
(1—e 2™ — T o=,
p

bS]

182
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Par conséquent

1 27
H =—=—-——F—¢€ " I1,.
‘C(f )(p) p2 p(l — e,gﬂ.p)e , pellp
. . . p
Solution 5.3. Soit la fonction F (p) = ——.
W)=y

1) Les singularités de F' sont +2i donc F' est définie (et holomorphe) dans II.

2) On cherche f telle que L (f) = F, en utilisant la dérivation. On écrit

1 1 ! 1d 1. 1 .
F(p) = —i(m) =34 (E(i sin (2z) H))(p) = Eﬁ (xzsin (2x) H) (p).
On a utilisé la T.L. suivante
. a! .
L’(sm(a:c)H)(p):m, peIly, «acR"

On conclut alors que

€ .
f= Zsm(2x) H.

3) Soit G (p) = m,

d’apres Uezxercice 5.1. On calcule alors H x f

Hx f(x) = H(x) [)x %sin(2t) dt = %( - gCOS(QCE) + isin(2m))H(3:),

et on conclut que l'original de G est

g= %(sin (2z) — 2x cos (2z) )H

4) On remarque que
“+oo
/ wsin (22) e dz = L(wsin (22) H) (1) = 4F (1) = .
0

5) Pour Rep assez grand, on a

C
IF(p)| < —,
Ip|

ou C est une constante positive, on peut alors appliquer la formule de Meslin-Fourier pour calculer

lVoriginal f de F. On écrit pour n > 0 assez grand

100 2
@) =5 [T R @ e = 1) Y Res (F ) ),
K k=1

27‘(‘2 —100
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ot p1 = 21 et po = —2i = Py sont les poles de F' et ou Res (g, z) désigne le résidu de la fonction
p p p p g g g

au point z. Comme py, est un pole double de la fonction, on a

P 1 2 P (2-1)
Res (F (p)eP* py) = W((P—pk) F(p)e )
’ P=pk
/
=(@-m)F)e)| .
P=Dk
On trouve '
Res (F (p) P, p1) = —%62”,
X
ReS (F (p) 6px,p2 = ]Tl) == Res (F (p) epx,pl) = _§672Z$7
d’ot pour x >0
@) = (i iy 2 o),

Solution 5.4. > Soit Fi(p) = CESrEDR
p—1)p—

La fraction rationnelle Fy est définie sur Ily et en la décomposant en éléments simples, on trouve

p—6 1 8
: =p+3-—-+ —

Al =rt3t 05—y P

On a successivement

p+3 =L(+35)(p), peC,
—— =L(e"H)(p), p e Iy,

—_— zﬁ(eQxH) (p), pells.

Par conséquent

Fi(p)=L ((5' + 30 — exH+862xH) (p), pe€lly,

et donc loriginal de Fy est

fi =0 436+ (—e* + 8¢**)H.

2
pe+1 o
> Fy(p) = ———. F> est définie sur Il et
®) pP(p—1)2
2 1 2 2
FQPZ*—F*— + .
2 p PP p—1 (p—1)>
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Comme

L ! <1> L(zH), pell

- = ) o e = €T ) )

p p? p p==o

1 1 1 !

e, — (1) = £@em), peL,
alors

Fy(p)=L(2H +xH —2¢"H +2z¢"H) (p), pe€ll,

et donc loriginal de Fy est

fo=(24z+ (2z—2)e")H.

1
Remarque : |F5 (p)| < W’ pour Rep assez grand on peut donc utiliser la formule de Meslin-
p

Fourier qui donne pour n > 1

100 2
fo@) = 5= [T (o) erdp = (@)Y Res (F2 () e )
K k=1

271'2 —100

ot p1 =0 et po =1 sont des pdles doubles de Fy. Aprés calcul, on trouve
Res <F2 (p) epac’pl) =2+ z, Res (F2 (p) epx,p2> = 2¢e” (1‘ - 1) )

ce qui domne

f2 = (2 +x+ (22 — 2)ez)H.

4
> Fs(p) = (I)QPTW F3 est définie sur Il et
8 16
F =1 + )
3(]3) p2+4 (p2+4)2
On a X 1
2+ :,C(§ sin (2z) H)’ p eI,
1 1 1 / 1 T
P2+4)? _%(1927—1—4) - _§L(H)E( — gsin (27) H)
- %ﬁ(H * (x sin (22) H))
_lﬁ((_f (2 )+1 in (2 ))H)
= 1 2COS T 4S T .
Ainsi

F5 = E(d - (SSin (2x) + 2x cos (2:1:))H),

ce qui signifie que l’original de F3 est

fa=0— (3 sin (2x) + 2x cos (2x) )H
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> Fup) =~ By st définie sur Iy et
1(p) = —————. Fy est définie sur Il e
p(p+1)
1 1
F4p: e P
W=D T oD
On a
1 11

pp+1) p p+1
En utilisant la formule e=*PL (T) = L (1,T), on voit que

=L(H-e"H)=L((1-¢")H), pell,.

1
-p — e T — _ (-1 _
T c(n(a—eH))=£(1-e JH (z—1)).
L’original de Fy est donc
fi=(1-e™®)H (@) +(1-e @ )H (z-1).
> F5(p) = e~ Fy est définie sur C et

Fy=e PL(§) = L(26) = L(b2), peC.

Ainsi Uoriginal de Fy5 est
Rappelons aussi que

ce qui confirme le résultat.

e~ o
> Fs(p) = m Fy est définie sur Il et
1 1 1 . R
1714 1 (p2 n 4) =37 (E(sm(2x)H)) = 2£(e sin(2z)H), pelly,
d’ot
Fs(p) = 16_27’ E(e” sin(2x)H) = 1ﬁ(Tg (ex sin(2x)H)).
2 2

Par conséquent l’original de Fy est

1 1
fﬁ = 57‘2 (ex SlH(Q.’E)H) = §€$—2 Sin(2fL’ - 2)H($ - 2)
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Solution 5.5. 1) Rappelons qu’un peigne Y. and,r € S’ si et seulement si la suite (ap)nez est a
neZ

croissance lente, voir Chapitre 4. Par conséquent S1 = Y. opr € 8'ND!. C A donc sa T.L. existe
n>0
et est définie (au moins) sur Iy, mais So = 5. €™ 8,7 € D\ \S'. SoitweR
n>0

e Y8y = Z =) 5 e8 si 1-w< 0,
n>0

donc Sy € A et L(S2) existe et est définie (au moins) sur IT.

2) Soit U = 3 andnr un demi-peigne de Dirac tel que L(U) est défini sur I1,. Montrons que
n>0

LWU)=L( anbpr) =Y. anl(dnr). (5.2)

n>0 n>0
Soit p=n+1i§ € 11,
LW)(p) = Fle™U)E) = F(X e ™ an our)(©).
n>0
En utilisant la linéarité et la continuité de la T.F. sur S’, on obtient
LU)p) = FleT™ an bur)(&) =Y Flean 8ur)(€) = Y L(andnr)(p)-

n>0 n>0 n>0

En appliquant la formule (5.2), on trouve
1
LS)P) = L£(D dur) = L) =Y P = ———7, pelly.
n>0 n>0 n>0 1—e7P

Noter que e PT| = e~(Ben)T < 1 si et seulement si Rep > 0, donc le domaine de définition de

L(S1) est Iy.

On peut déterminer de la méme maniére L(S2) ou remarquer que

52 = em Z 5nT = e”‘Sl,

n>0

donc

£($:)p) = (£50) ) =71 (1 57) = -G PE T

3) 81 € A donc S1%S1 € A et L(S]*51) est bien définie sur Iy et

£(51+500) = (L)) = (1) -
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2
Nous allons déterminer l’original de (1_61,“) de deux maniéres différentes.

o On écrit 1 9 1 1 ' 1
(1=er) =79 (o) =77 £-osy)
1
= TepT ,C(nZZ:l nT(SnT) =T E(nzzzl nénT)
= »C(TfT( Z n5nT)) = »C( Z né(nfl)T)
n>1 n>1
:L‘( > (m+1)5mT)7 oum=n—1
m>0

o Rappelons le produit de Cauchy de deux séries numériques

(Z un)(z Up) = Z Wy, 0U Wy = Z Uk Un—k,

n>0 n>0 n>0 k=0
donc
1 2 2
_ —nTp\~ _
(=) = (X ™) =3 wn.
n>0 n>0
ol

n n
wy, = Z e kTP o= (n=k)Tp Z e P = (n 4+ 1)e 1P,
k=0 k=0

Par conséquent

(;—w)z =) (+1)e P =3 (n+1)L(dur)(p)

l—e n>0 n>0

=L(Y_ (n+1)dur) ().

n>0

En conclusion

1
NE = Z (n+ 1)5nT = *(JI +T)51,
n>0 T

d’ot on déduit (voir l'ezercice 3.16)
So xSy = ("S1) * (e*S1) =€ (S1%51) = %er(ac +71)5

1
= f(x +T)Sy = 2 (n+1)e™ 5,7
n>0

188

Solution 5.6. 1) Montrons d’abord que la fonction Hnx admet une T.L. On sait que Hlnx €

L} (R) donc pour tout w € R, comme la fonction e=**

L} (R). Soit w >0, pour x> 1

le ™" Inz| = e “"Inz < ze ** € L' ([1,+oc),

est continue sur R alors e “*Hlnx €
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d’ou e “"HlInz € L'(R) et donc Hlnz € E et L(H Inz) est définie sur Tlj.

Soit n > 0,

+o0
L(HInz)(n) = / e "nxdr,
0

et en utilisant le changement de variable t = nx, on obtient

L(Hlnz)(n) = /(;+Oo e tin <t> dt

n; n
1 +o0 +oo
:</ e*tlntdt—lnn/ etdt>
n \Jo 0
(74 1)
=——(y+1Inn).
n
Soit la fonction F (p) = —% (v +1np) ou Inp désigne la détermination principale du logarithme,

c’est-a-dire

Inp =In|p|+iarg p, —7 <argp <.

La fonction F' est holomorphe dans le demi-plan Il et sa restriction a R’ coincide avec la restriction

a R% de L (HInx). Par conséquent, ces deux fonctions sont égales sur Iy :

£(Hng) (p) = F (p) = —; (v+lup), pel,

H
Comme Vp— = (HInx)" alors
x

H
E(Vp—) =pL(Hlnz)=—y—1Inp, pe .

T

2) La fonction H\/z € L}, (R) et siw >0, on a pour z > 1
e /r < e ¥r € LY(]1, 4o00]),
donc Hy/x € E et L(H+\/x) est définie sur Ilj.

Soit p € T

L) = [ e i,

et en utilisant le changement de variable t = \/x puis une intégration par parties, on obtient

UNGIOIEEY| T g2 g

= —1@*1#275 = + 1/+OO e P dt = 1/+°° e P dt.
0 pJo pJo

p
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On pose
+o0 2
I(p) :/ e P dt, p e I,.
0

La fonction I est holomorphe sur Iy, d’apres les propriétés de la T.L., et pourn > 0, le changement

de variable s = Vit donne

N Vi 2

too o ds 1
)= [Te o VT

Par conséquent

T 1
I(p)ziia pGH(]v
2 p

ot \/p est la détermination principale de la racine carrée, c’est-a-dire

1

VP =e2"P = \/|p| &P —q <argp <.

On conclut que

L
PP

Solution 5.7. Cet exercice a déja été traité dans le chapitre 3 (voir lexercice 3.19). Nous allons le

p € II.

£ (HVE) ()=

reprendre, en appliquant la T. L. On sait que si une distribution T € D', admet un inverse S dans
D', alors il est unique.
Soit T € A, T # 0, on cherche S € A telle que S T = 0. En utilisant la T.L. cette égalité est

équivalente a

c’est-a-dire

Par conséquent l’original de est linverse de convolution de T dans D/, .

1
L(T)
1
> SoitT=H, L(T)= pe p € Iy, on cherche donc S telle que
L(S)=——==p=L(),

d’on

S =8 est Uinverse de H dans Dﬁr.

> Soit T =0 —ad, a € C. On cherche S telle que
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On voit qu’alors S = e**H.
> Soit T =0§" — N2, (A€ C),

L(T)=p*- )2, peC.

On cherche S telle que

1 1
[’(S) - ﬁ(T) - p2 2’ pec H|Re)\|'
Nous distinguons les deux cas suivants :
o SiA=0,
1
£(8)= = = L@H)(p). peTh,
donc
S=zH.
o SIiA£Q
1 _ i L . L _ i Az - _
i 2A(p_A p—l—)\) = oy LN H — ¢ H) =£(H
donc
S:Hsh()\:n)
A

> Soit T = 8" — 38" + 20,

On cherche S telle que

1 1
COC I T eone-o P
1 1 1

donc

> Soit T = H +¢",

3
+1
Lm=-+p=C"2 pe,
p p
On cherche S telle que
1
L(S) = 57 = o= = F (p)

191
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Comme |F (p)| < =5 pour Rep grand, on peut utiliser la formule de Meslin-Fourier. F admet trois

Ip|
poles simples : p1 = —1, po = —j et p3 = —j, j = 5 = —% —i—i@ et on a
p 1 _
Res (F Pr 1) =ePf—r—— = __¢ %
s (Fp)er—1) = obog] =g
: p -1
Res (F (p) eP*, — = =— ¢ 77,

Res (F (p)er®,—j) = Res (F (p) e*, —j).
Par conséquent
3
S =H'Y Res (F(p) e, py)
k=1

= %(e% cos(\ggx) +V3e2 sin(\ggx) — e*z)H.

Solution 5.8. (Voir aussi la résolution de l’exercice 3.21) Considérons une edo linéaire a coeffi-
cients constants. On sait que si elle admet une solution T dans D!_, cette solution est unique. En
supposant que T' admet une transformée de Laplace, on pose F' = L (T'), on prend la T. L. de l’équa-
tion différentielle pour obtenir l’équation algébrique vérifiée par F. L’original de F est la solution

T cherchée dans D', .

> Soit & résoudre dans D'y, ledo

T —T =6.

Avec les notations ci-dessus, on cherche F telle que

1
pF — F =1, c’est-a-dire inl, p € 1.
p_

Comme

on conclut que

T =¢"H.
> On veut résoudre dans D'_, 'edo
T" — 3T+ 2T = § + 6.

La T. L. de l’équation donne
p*F —3pF +2F =p+1,
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donc
p+1
F=——— € Il,.
P-sp+2 T 2
Ainsi
3 2 9 9
Donc

> Soit & résoudre dans D'y, 'équation différentielle
TG —T" 4T —T =¢§" .

En procédant comme ci-dessus, on se rameéne & chercher l'original de la fraction rationnelle

-1 (p+l-1) _p+l _ p 1
F=_g— - 2 2 -2 i1
pP-p*+p-1 (@-1DE*+1) p*+1 p*+1 p*+1
1
Comme L ((sinx) H) = PR et L((cosz) H) = PR pour p € Ily, on voit que

F(p) = E( (sinz + cos ) H), p € I,
et on déduit que la solution de I’équation différentielle dans D', est
T = (sinz + cosz) H.

Solution 5.9. Soit y la solution classique du probléme

{k

On sait que y € C*([0,+00]). On pose f = yH et on calcule les dérivées successives de f jusqu’a

y(3) 4" + 5y — 2y =e>*, x>0,

y (0 y' (0)=1, y"(0)=2.

DUordre 3, en wutilisant la formule des sauts
[ =yH+y(0)d=y'H,
1=y HAy (0)6 = y'H +3,

O =yB®H £y (0)5+6 =yOH 425 + 6.
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On voit que

FO —af" 451 —2f = (4 — 4y + 5y —2y) H =25+ 5,

donc f est la solution dans D', de l’équation différentielle
FO A" 4 5f —2f =e**H — 25+ 4.

On suppose que f admet une T. L. et on pose F = L (f). F vérifie l’équation suivante

1 (p—2)%+1
F(pP—4p*+5p—2)= —— 4p—2=-—_=" T -
(»* —4p® +5p—2) R e
d’ot pour p € 11y
2 2
P o (p—2)"+1 (P27 +1
(p—2) (P> —4p> +5p—2) (p—2)°>(p—1)?

2 2 1 2

+ +
p—-12% p-1 (p-22% p-2

= —2(L(e"H)) +2L(¢"H) — (L (¥ H) ) — 2L (> H)
= 2L (we"H) + 2L (¢"H) + L (we** H) — 2L (*"H)
= L((2we” + 2¢” + ze™ — 2¢*)H),
ce qui entraine que f = H(Z(x +1)e” + (z — 2)6236) et
y=2(x+1)e’ + (x —2)e*, z>0.

Solution 5.10. Soit I’équation intégro-différentielle

.{y"(a:)+y(x)+/) ez_ty(t)dt:(), x>0,
1

{k

On procéde comme pour ’exercice précédent et on pose f =yH. On a donc

y(0)=0, ¥ (0)=

ff =yH+y(0)6=yH,
f/l — y//H _|_ y/ (0) 6 — y//H _"_ (5

Maintenant, on multiplie I’équation par H

X
v'H+yH+H / ety (t)dt = 0,
0
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et on la réécrit en fonction de f

P (fxePH) =6,

On suppose que f admet une T. L. notée I, avec cette transformation [’équation précédente devient
1
2 _
(p +1+p—1) F=1,

d’on
p—1

) —
p(P*—p+1)

p € 1ly,
2

les poles de F étant p1 =0, po = —j et p3 = —j, avec j = _% +i§,

Comme pour Rep grand, |F (p)| < ot C > 0 est une constante, alors on peut appliquer la

p*’

formule de Meslin-Fourier pour déterminer l’original de F, on a donc pour n assez grand
1 n+ioco 3
f@)= 5 [ F@)edp = 0SS Res (F(p)e™ po)
T Jn—ioco =1
Apres calcul, on trouve

f(z) = ((cos \ggz: + \}gsin ?m)eg - l)H,

et donc
3 1 3 o
y = (cos ix + —=sin ix)ef -1, z>0.

27 T30 2
Solution 5.11. On pose f = xH et g = yH et on utilise la T.L. pour résoudre le systéme d’edo
vérifié par f et g dans D,.. On a

[ =2dH+x(0)d =2"H+9,
g =yH+y(0)6=yH+26.
On multiplie les deux équations par H et on écrit le systeme d’edo satisfait par f et g dans D',
f'—f—-49=96, ¢+ f+39=20
On suppose que [ et g admettent des T. L. et on pose F' = L(f) et G = L(g). On a alors
p—1DF—-4G=1, F+ (p+3)G=2,
d’ot

11 2p—3
P+ G 2P

F=t—or PR

p e Il;.
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On a
F = i BT _11) = L(e'H) - (ﬁ(etH))'
=£((1+120e'H), peTn,
et
2 1 t t !
G = TP = 2L(e"H) + (L(e'H))

= £((2 - t)etH), p € IT;.

Par conséquent la solution du systéme donné est
r=(1+12t)e', y=(2—1t)e', t>0.

Solution 5.12. On pose f (t,x) = u(t,x) H (t) et on suppose que f admet une T.L. partielle par

rapport a t définie par
too "
Fpa)=Li(f(ta) )= [ e (o)t
lorsque lintégrale a un sens. On a alors (formellement)
Li(Of) =pLe(f) =pF, Li(0:f) = 0:(Ls (f)) = O F.

Calculons maintenant 92 f et 02f. On a

Ohf =0wH((t)+u(0,z)0(t)=0wmH(t),

OXf = 0XuH (t) + O (0,2) 6 (t) = O2uH (t) + sin (2mz) 0 (t),

02f = dPuH ().

On multiplie Uedp par H(t) et on écrit [’équation par rapport a f
a’07 f — 02 f = (a0fu — O2u) H () + a’sin (2mx) 3 (t).

Ainsi f vérifie le probléme suivant

{t f(t,0) = f(t,1)=0.

En passant a la T.L., comme Ly (0 (t)) = 1, on trouve

a?02f — 01 f = a*sin (27x) 0 (t),

( 2p?F (p,x) — O2F (p,2) = a®sin (27mz), 0<z <1,

.

L F(p F(p,1)=0.
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F (p, ) vérifie une edo linéaire d’ordre 2 par rapport a la variable x (p joue le réle d’un paramétre),
de la forme

—y" + a*p*y = a®sin (2nz), O0<z <1

Son équation caractéristique est

—r? 4 a2p2 =0,
donc la solution de ’équation homogéne s’écrit (pour p fizé)
yn = K1e"* + Koe ", K; € C.
On cherche maintenant une solution particuliére de l’équation avec second membre de la forme
yp = A, cos(2nx) + By sin (27z)
ou A, et By, sont des constantes (pouvant dépendre de p). Aprés calcul, on trouve A, = 0 et

) N .
= ———— c’est-a-dire
P a2p? 4 An2

a? )
yp = m S1n (27['.75) .
Ainsi la solution générale est donnée par
Y= Klealm + ng_apz + GQM K. eC
aZp? +4n2’ " '

On a donc

B _ o sin (27z)
F(p,xz) = Ci(p) e + Ca(p) e " +a a2p? 4 An?

ou les fonctions Cy(p) sont a déterminer. Pour cela, on utilise les conditions F (p,0) = F (p,1) =

qui se traduisent par C1(p) = Ca(p) =0, d’ou

o sin(2mx) 1 )
F(p,z) =a? T an =" (2%)2 sin (27z)
= Et(% sin (?)H(t)) sin (27z)
= L’t(% sin (?)H(t) sin (27T£L’)), p € .

On conclut que

f(t,x)= % sin (%Tt) sin (27x) H (t),

c’est-a-dire

u(t,z) = % sin (?) sin (2rx), (t,x) € [0, +o0[x]0, 1].
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